Sur l'indépendance de / en cohomologie /-adique sur les 

corps locaux 

Weizhe Zheng 

^5 ' Résumé 

O ' 

' Gabber a déduit son théorème d'indépendance de l de la cohomologie d'intersec- 

tion d'un résultat général de stabilité sur les corps finis. Dans cet article, nous dé- 
' montrons un analogue sur les corps locaux de ce résultat général. Plus précisément, 

nous introduisons une notion d'indépendance de l pour les systèmes de complexes de 
faisceaux /-adiques sur les schémas de type fini sur un corps local équivariants sous 
' des groupes finis et nous établissons sa stabilité par les six opérations de Grothen- 

dieck et le foncteur des cycles proches. Notre méthode permet d'obtenir une nouvelle 
^ ■ démonstration du théorème de Gabber. Nous donnons aussi une généralisation aux 

\^ ' champs algébriques. 

^ ■ Introduction 

Dans les années 1980, Gabber a prouve l'indépendance de / de la cohomologie d'intersec- 
tion |Fuj02^ Th. 1] : pour X un schéma propre sur un corps fini k — F^/ , équidimensionnel 

et i G Z, det(l — ^Fq, IH'(Xj,, Q;)) est un polynôme dans Z[t], indépendant de l ^ p. Ici 
^ . k est une clôture algébrique de fc, Fq G Aut(fc) est le Frobenius géométrique absolu qui 

00 ' envoie a sur a^^P. Il déduit ce résultat d'un théorème général d'indépendance de l [ibid., 

lO ■ Th. 2] : pour E une extension de Q, il définit une notion de E-compatibilité pour les sys- 

tèmes de complexes Z-adiques (/ 7^ p) sur les schémas séparés de type fini sur k et établit 
la stabilité de cette E-compatibilité par les six opérations de Grothendieck. 

L'objet de cet article est d'étudier l'indépendance de / sur un corps local K, par lequel 
on entend le corps des fractions d'un anneau de valuation discrète hensélien excellent de 
corps résiduel fini. De façon précise, on définit une notion de E-compatibilité pour les 
systèmes de complexes /-adiques sur les schémas de type fini sur K. On prouve la stabilité 
de cette E-compatibilité par les opérations usuelles, notamment les six opérations et le 
foncteur des cycles proches RvE'. 
^ ' La E-compatibilité est sensible aux morphismes finis. Dans l'étude de la E-compatibilité, 

il est naturel d'utiliser les résultats de de Jong sur les altérations équivariantes [dJ97| . ce 
qui amène à généraliser le problème au cas équivariant sous des actions de groupes finis. 

Au § [U après avoir fixé les notations, on définit la E-compatibilité pour les systèmes 
de complexes équivariants au-dessus d'un corps fini ou local et énonce la stabilité par les 
six opérations. La démonstration dans le cas d'un corps fini est donnée au § [21 En vue du 
théorème de Gabber de la stabilité de la E-compatibilité par les six opérations, il suffit 
d'appliquer une technique de Deligne-Lusztig qui permet de se débarrasser des actions de 
groupes finis par descente galoisienne. Au §[2]on se réduit au cas des courbes. L'ingrédient 
essentiel est un raffinement jVid04[ 4.4], dû à Gabber, de résultats de de Jong, grâce 
auquel on se ramène au cas de Tiji,Lx pour l'inclusion j : U ^ X du complémentaire d'un 
diviseur à croisements normaux G-strict D dans un schéma régulier X et des complexes 
G-équivariants Lj_ sur U à faisceaux de cohomologie lisses, modérément ramifiés le long 
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de D. Dans le cas d'un corps fini, le cas des courbes étant déjà connu depuis Deligne 
[Del73[ 9.8], on obtient une démonstration indépendante du théorème de Gabber. La fin 
de la démonstration des énoncés du §[T]dans le cas d'un corps local est donnée au §|31 On 
les déduit, à l'aide des résultats de de Jong, d'un cas particulier de la stabilité par Rî», 
que l'on traite en utilisant à nouveau la technique de Deligne-Lusztig. Le cas général de la 
stabilité par Rî» découle de ce cas particulier et encore une fois des résultats de de Jong. 

Les schémas équivariants sont mieux compris dans le contexte de leurs champs quotients 
associés. Ce point est élucidé au § O On y donne aussi des généralisations des résultats 
d'indépendance de l aux champs algébriques. 

Ce travail fait partie de ma thèse. Je remercie vivement mon directeur de thèse, L. Illu- 
sie, qui m'a donné d'innombrables conseils lors de la préparation de l'article. Je remercie 
aussi N. Katz pour sa suggestion d'utiliser la technique de Deligne-Lusztig. Je remercie 
enfin S. Morel et F. Orgogozo pour leurs longues listes de commentaires. 



1 Indépendance de / et six opérations 

1.1. Pour une catégorie C, on note Eq{C) la catégorie des objets de C munis d'une action 
d'un groupe fini à droite. Les objets sont les triplets (X, G, a), où X est un objet de C, 
G est un groupe fini, a est une action de G sur X à droite (i. e., a : G°p Autc7(X) est un 
homomorphisme de groupes). On enlève a de la notation lorsqu'il n'y a pas de confusion à 
craindre. Un morphisme (Xi, Gi) (X2, G2) est un couple (/, a), où a : Gi — > G2 est un 
homomorphisme de groupes, / : Xi — > X2 est un morphisme G i-équi variant de C, l'action 
de Cl sur X2 étant induite par a. La condition de Gi-équivariance signifie que pour tout 
g S Cl, le diagramme 

an 

Xi^-Xi 




est commutatif. Pour (X, G,a) un objet de Eq{C) et g G G, Tg = {ag,h 1-^ g~^hg) est 
un automorphisme de (X, G, a). Ceci définit une action de G sur (X, G, a) à droite. Si les 
produits fibrés sont représentables dans C, il en est de même dans Eq{C) : 

(Xi,Gi) X(x,G) (X2,G2)-(Xi XxX2,Gi XGG2). 

On note Gr.fini la catégorie des groupes finis. Le foncteur projection Eq{C) 
Gr.fini qui envoie (X, G) sur G est fibrant. On note Eq{C)Q sa fibre en G. Pour a : G ^ 
H un homomorphisme de groupes finis, 

a* : Eq{C)Yi ^ Eq{C)G 

est donné par a* (Y, H, a) ~ (Y, G, a o a°P). Pour a : G ^ H injcctif, l'adjoint à gauche 

a, : Eq{C)G Eq{C)Yi 

de a* existe dès que les sommes disjointes finies sont représentables dans C . Pour l'ex- 
pliciter, choisissons un système S de représentants de a(G)\H. Pour (X, G) e Eq{C), on 
a 

(1.1.1) a,(X,G)~(]Jx„H), 

ses 

où Xg = X et l'action de /i ë H est donnée par : X^ — > Xt, où g G G et t S S 
vérifient sh — a{g)t. Rappelons qu'une flèche (/, a) : (X, G) (Y, H) dans Eq{C) est 



2 



cocartésienne |SGA1[ VI 10] si pour tout objet (Y', H) de Eq{C)ïi, l'application 



HoiTiH ( ( Y, H) , ( Y' , H) ) ^ Hom„ ( (X, G) , ( Y' , H) ) 

uo{f,a) 

est bijective. 

1.1.2. Pour (Y, H) e Eq{C), si Y est la somme disjointe d'une famille finie d'objets 
(Xj)jgj de C, et s'il existe une action transitive de H sur J à droite telle que pour tout 
/i G H et tout j e J, aft,|Xj : Xj ^ Y se factorise à travers l'inclusion X^tj ^ Y, alors pour 
tout j G J, l'inclusion (Xj, Gj) ^ (Y, H) est cocartésienne, oii Gj est le stabilisateur de j 
dans H. 

Soit (X, G) G Eq{C). On appelle quotient de X par G un objet Y de C muni d'mi 
morphisme p : X ^ Y invariant par G tel que (X, G) — *■ (Y, {1}) soit cocartésien, i. e., tel 
que pour tout objet Z de C, l'application 

Hom(Y, Z) -> Hom(X, Z)° 
f f °P 

soit bijective. Pour a : G —> H un homomorphisme surjectif, si le quotient Y de X par Ker a 
existe, alors l'action de G sur X induit une action de H sur Y, et la flèche (X, G) (Y, H) 
est cocartésienne. De plus, le quotient de X par Ker a existe si et seulement s'il existe une 
flèche cocartésienne de source (X, G) au-dessus de a. Cela est vrai pour a : G —> H un 
homomorphisme quelconque si les sommes disjointes finies sont représentables dans C. 

1.1.3. Soit F : ^ C un foncteur. Pour (X, G) un objet de Eq{C), on note F(x.g) 
la catégorie fibre de Eq{Y) : Eq{F) Eq{C) en (X,G). Pour (J^,G), {Q,G) deux 
objets de F(x,g); G agit à gauche sur HomFx(-^, : pour c G HomFx(.^, .9 G G, 
gc G Hompx (-^j Q) est l'unique flèche rendant commutatif le diagramme suivant 

gc c 



On a une bijection Honipjx g) ((-^i G)' ^)) — HomFx(-?^, G)'^ ■ 

1.2. Soit S un schéma noethérien. On note Cs la catégorie des S-schémas de type fini et 
on pose Eq/S — Eq{Cs)- 

Soit (X, G) G Eq/S. Rappelons que l'action de G est dite admissible [SGAll V 1.7] si 
le quotient de X par G existe dans Cs, ou, ce qui revient au même, si toute trajectoire 
de G dans X soit contenue dans un ouvert affine [ibid., 1.8]. Dans ce cas, le morphisme 
X^X/G est fini [ibid., 1.5]. 

Soit (X, G) G Eq/S. Pour une partie Z de X. On note Gci(Z) le stabilisateur de Z. Si x est 
un point de X, on appelle Gd{x) groupe de décomposition. Ce groupe opère canoniquement 
à gauche sur le corps résiduel K(a;), et le fixateur de k(x) est appelé groupe d'inertie, noté 
Gi{x). [ibid., 2] On dit que l'action de G est libre si elle est admissible et si Gi{x) est trivial 
pour tout a; G X. Dans ce cas, l'action de G fait de X un G-torseur sur X/G. 

Soit (X, G) G Eq/S. Si G agit transitivement sur l'ensemble 7to(X) des composantes 
connexes de X, alors pour tout Y G 7to(X), l'inclusion (Y, G(j(Y)) — > (X, G) est cocarté- 
sienne. 
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1.3 Formalisme /-adique équivariant 

Supposons que S soit régulier de dimension < 1. Soit l un nombre premier inversible 
sur S. On a un formalisme de faisceaux Z-adiques sur les S-schémas séparés de type fini 
[EkeQOl § 6]. Ce formalisme a un sens pour les schémas de type fini sur S (pas nécessai- 
rement séparés), et ce n'est que pour certaines opérations (R/i et Rf') qu'on a besoin 
d'une hypothèse de séparation sur les morphismes. (Voir [LO08' pour un formalisme sans 
hypothèse de séparation.) Le formalisme Z-adique dans [Ekc90J marche aussi dans le cadre 
équivariant. On va le rappeler brièvement. 

On choisit F : F ^ Cs un foncteur bifibré avec Fx ^ (XrJ°P. Pour (X, G) G Eq/S, 
on définit la catégorie des faisceaux d'ensembles sur (X, G) par (X, G)~ — F°^ (|1.1.3|) . 
qui est un topos. Un faisceau sur (X, G) est donc un faisceau J- sur X muni d'une action 
de G à gauche, compatible à l'action de G sur X. En d'autres termes, J- est muni d'une 
famille d'isomorphismes {bg : ^ ag^,J-)gçG telle que pour tous g, h G G, le diagramme 




{agh)*T 



soit commutatif. Un morphisme J-i T2 de faisceaux sur (X, G) est un morphisme 
c : ^1 ^ ^"2 de faisceaux sur X, G-équivariant, i. e., tel que, pour tout 5 G G, le diagramme 

T\ ^ ag*J-\ 

c a,g,c 

6 g ' 

Ti ^ ag*J'i 

soit commutatif. 

Soit A un anneau local artinien annulé par une puissance de l. On note Mod(X, G, A) 
la catégorie des faisceaux de A-modules sur (X, G)". Un A-module sur (X, G) est construc- 
tible si le A-module sur X sous-jacent est constructible. On note Modc(X, G,A) la sous- 
catégorie pleine de Mod(X, G, A) formée des A-modules constructibles sur (X, G). On note 
D(X, G, A) la catégorie dérivée de Mod(X, G, A), Dc(X, G, A) la sous-catégorie pleine for- 
mée des complexes à faisceaux de cohomologie dans Modc(X, G, A). 

Soient E un corps extension finie de Q/, O son anneau des entiers, m l'idéal maximal 
de O. On considère le système projectif O, = (C'/m")„gN- On pose 

Modc(X,G,0) = 2-limModc(X,G,C'/m"), 

n 

qui s'identifie à une sous-catégorie pleine de la catégorie Mod(X, G, O.) des systèmes 
projectifs (M„)„gN, où M„ S Mod(X, G, O/m") et M„ est une flèche dans 

Mod(X, G, O/m") pour n > m. On note D(X, G, O.) la catégorie dérivée de Mod(X, G, C). 
Un faisceau T € Mod(X, G, O,) est essentiellement nul si pour tout n G N, il existe m > n 
tel que la flèche J^m —> soit nulle. Un complexe K G D(X, G, O,) est essentiellement nul 
si 7i*K est essentiellement nul pour tout î G Z ; K est essentiellement constant s'il existe 
un complexe C de faisceaux de O-modules de torsion sur (X, G)"" et des flèches L K, 
L ^ (C (E)o 0/m")neîii dans D(X, G,©,) à cônes essentiellement nuls. On considère le 
foncteur 

D^(X,G,a) ^D-(X,G,a) 

K ^ (0/m)neN ®o. K. 
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On note D^(X, G, O) le quotient de la sous-catégorie pleine de D^(X, G, C,), image inverse 
des complexes essentiellement constants, par la sous-catégorie épaisse, image inverse des 
complexes essentiellement nuls. Le foncteur 

(O/m) (g)^ Rlim - : D''(X, G, O.) ^ D+(X, G, O/m) 

induit un foncteur conservatif [Eke90[ 2.6, 2.7] 

(O/m) ®^ - : D^(X, G, O) ^ D^(X, G, O/m). 

On note D^(X, G, O) la sous-catégorie pleine de D''(X, G, O), image inverse de D^(X, G, O/m). 
Elle est munie d'une i-structure canonique (D-'',D-°), dont le cœur est Modc(X, G, O) 
|Eke90l 3.5]. 

On pose Modc(X,_G,E) = Modc(X, G, 0)(»oE, D;!(X,G,E) = T)''^{X,G,0)®o'E. Enfin 
on pose Modc(X,G,QO = 2- Imij^ Modc(X, G, E), D;;(X,G,Q/) = 2- Imij^ D;;(X, G, E), où 

E parcourt les extensions finies de Qi contenues dans une clôture algébrique Q; de Q/. On 
note K(X, G, Qi) le groupe de Grotlicndieck de Modc(X, G, Q/), qui est aussi le groupe de 
Grothendicck de D^(X, G^). 

Soit R = A, 0,E ou Qi comme plus haut. On choisit F : ^ Cs un foncteur bi- 
fibré avec Fx ^ Modc(X,R)°P (resp. Fx ^ D^(X,R)°p). Pour (X, G) G Eq/S, on pose 
Modc(X,G,R)„aïf = F°P (resp. D^(X, G, R)„aïf = F°x,g)) (EUS- a une équivalence 
de catégories 

Mod,(X, G, R) ^ Mode(X, G, R)„aïf 

(resp. un foncteur 

(1.3.1) D^(X, G, R) ^ D^(X, G, R)„aïf 

i-exact pour les t-structures canoniques.) 

Proposition 1.4. Le foncteur (|1.3.ip est une équivalence de catégories si R = E ou Q/. 

Démonstration. Soient K,L e Djî(X, G,R). On note / : (pt,G) — > (pt, {!}). Le foncteur 
RHom]36(x,G,R) ~) s'identifie au composé 

D^(X, G, R) • ' ' . D;î(pt, G, R) ^ D^(pt, R). 

La suite spectrale de foncteur composé appliquée à L s'écrit 

Ef = H'' (G, HomD.(x3)(K, L[q])) ^ HomD.(x,G,R)(K, L[p + q]). 

Comme W{G, M) = pour tout p > et tout R-espace vectoriel M, on a 

HomD6(x,G,R)(K,L) - HomDb(x,R)(K,L)°. 

Donc (|1.3.ip est pleinement fidèle. Pour K e dI"^''! (X, G, R)naïf, montrons par récurrence 
sur b — a que K est dans l'image essentielle de (|1.3.1I) . Pour 6 — a < 0, K = J-[~a] pour 
G Modc(X, G, R)„aïf. Pour 6 - a > 1, K est le cône de (t>6K)[-1] T<6-iK. Il suffit 
alors d'appliquer l'hypothèse de récurrence à T>6K G dI^'''! et à T<b_iK G D^"-'''^-^^. □ 

On renvoie à 15.21 pour une interprétation de D^(X, G,Q/) (et des six opérations qu'on 
va définir) en termes du champ de Deligne-Mumford [X/G]. 

1.5. Pour K,L G D^(X,G,QI), G agit sur K (g) L et RHom(K,L) par 
a*(K (g) L) ^ a^K g) a^L K ® L, 

a*gRnom{K, L) Rnom{a*gK, a^L) — -U RHom(K, L), g G G. 
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Cela définit des foncteurs bi-exacts 

- - : D^(X, G, Qi) X D^(X, G, Qi) ^ D^(X, G, Qi), 
RHomi-,-) : D^(X,G,QI)°p x D^(X,G,QI) ^ D^(X,G,Ql). 

Soit (/, a) : (Xi,Gi) (X2,G2) un morphisme dans Eq/S (rosp. un niorphisme dans 
Eq/S avec / séparé). Pour L e D^(X2, G2, Q;), Gi agit sur /*L (resp. R/'L) par 

(resp. a^R/'L ~ R/'<(^)L L), 5 G Gi. 

Cela définit un fonctcur exact 

(/,a)* (resp. R(/,a)') :D^(X2,G2,Q;) ^D^(Xi,Gi,Q;). 

Si (g, P) : (X2, G2) (X3, G3) est un deuxième morphisme dans Eq/S (resp. \m deuxième 
morphisme dans Eq/S avec g séparé), alors (<?/, pa)* ~ (/, a)*((7, p)* (resp. K{gf,^a)' ~ 
R(/,a)'R(g,P)'). 

On va définir un foncteur exact 

R(/,a). (resp. R(/,a)!) : D^(Xi,Gi,Ql) ^ D^(X2, G2,Ql), 

adjoint à droite (resp. à gauche) de (/, oc)* (resp. R(/, a)'). Traitons d'abord trois cas 
spéciaux. 

(i) Cas Gi = G2 = G, a = Idc. Pour K e D^(Xi,G,QÔ, on pose R(/,IdG)*K = R/,K 
(resp. R(/, IdG)!K = R/iK), sur lequel G agit par 

R/*K Rf,ag,K = ag,Rf,K 

(resp. R/iK R/ia^^K ~ a^^R/iK), g € G. 

Le foncteur R(/, Hq)* (resp. R(/, Idc)!) ainsi défini est un adjoint à droite (resp. à gauche) 
de (/,IdG)* (resp. R(/,IdG)')- 

(ii) Cas Xi = X2 = X, / = Idx, a surjectif. Pour e Mod(X, Gi, O/m"), on dé- 
finit (Idx,oc)*^ (resp. (Idx, 00)1 .F) comme le sous- faisceau de des invariants (resp. le 
faisceau quotient de !F des coïnvariants) par Kera. Il est muni d'une action de G2 in- 
duite par l'action de Gi sur T. Le fonctcur (Idx, oc)* (resp. (Idx,Oc)!) : Mod(X, Gi, O,) 
Mod(X, G2, C) ainsi obtenu est un adjoint à droite (resp. à gauche) de (Idx, oc)*, donc est 
exact à gaucho (resp. à droite) et se dérive en R(Idx, oc)* : D+(X,Gi,C) — >D+(X,G2,C) 
(resp. L(Idx,a)! : D-(X,Gi^C) ^ D" (X, G2, C)). Cela induit un foncteur (Idx, a)* 
(resp. (Idx, a)!) : D^(X,Gi,Qi) ^ D^(X,G2,Qi) adjoint à droite (à gauche) de (Idx, a)*. 
La flèche canonique — > .^Kera induit un isomorphisme de foncteurs (Idx,Oc)* ^ 
(Idx, oc)] : Dc(X, Gi,Q;) — > D^(X, G2,Q!), donc ces foncteurs sont t-exacts pour les t- 
structures canoniques. 

(iii) Cas Xi = X2 = X, / = Idx, oc injectif. On choisit un système S de représentants 
de G2/a(Gi). Pour K e D^(X, Gi, Qi"), on considère L = ©,gs«*K. Soit g € G2. Pour 
s e S, on pose gs = tsCl.{hs), ts &S, hg & Gi. Alors g agit sur L par 

a; alK alalK K. 

ses s6S sGS 

On pose (Idx,oc)*K — (Idx,oc)!K = L. Cette définition ne dépend pas du choix de S à 
isomorphisme près. Le fonctcur É-exact 

(Idx, a)* = (Idx, a)! : D^(X, Gi,Q;) ^ D^(X, 02,01) 
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ainsi défini est à la fois un adjoint à droite et un adjoint à gauche de (Idx, oc)*. 
Dans le cas général, on décompose (/, a) en 



et a en Gi Ima G2. On pose R(/,a)* = (Idxa , «2)*(Idx2 , OCi)*R(/, Idci )* (resp. 
R(/, a): = (Idx2,0C2)!(Idx2,0Ci)!R(/, Hgi)!). Le foncteur R(/, a)* (resp. R(/, a):) ainsi 
défini est un adjoint à droite (resp. à gauche) de (/, a)* (resp. R(/, a)'). Il s'en suit que 
R(5/,pa). ~ R(5,p),R(/,a), (resp. R(g/,pa)! ~ R(5, p)!R(/, a),). Voir aussi [SGMl 
XVII 3.3.2]. 

On enlève a de la notation lorsqu'il n'y a pas de confusion à craindre. Les six opérations 
sur induisent les opérations correspondantes sur les groupes de Grothendieck. 

Soit ax : (X, G) (S, {1}). On vérifie que RcxQj est globalement défini (le cas général 
découle du cas séparé par LBBD82' 3.2.4]). On pose Dx = RHomxi— ,RaxQi)- On a 
DxDx Ci Id. Pour K,L € D''^{X,G,Qi), on a DxRWomx(K,L) = K ® DxL. Si (/, a) : 
(X, G) (Y, H) est un morphisme dans Eq/S avec / séparé, alors Dx/* — R/'Dy et 
DyR(/, oc)* ~ R(/, a)!Dx. En effet, tous les énoncés sauf le dernier résultent facilement 
des analogues sans actions de groupe. Pour le dernier énoncé, on remarque que pour tout 
K G D;:(X,G,QI) et tout L e T)''^{Y,îl,Qi), on a 

HomY(DYR/*K,L) ~ HomY(DYL, R/*K) ~ Homx(/*DYL, K) ~ Homx(DxR/'L, K) 

~ Homx(DxK,R/'L) ~ HomY(R/!DxK, L). 

Pour (X, G) e Eq/S, K e D^(X, G,QÔ et g e G, bg induit un isomorphisme K ^ 
Tg*K, oii Tg = {ttg, h t-^ g^^hg) comme dans 11 .il 

1.5.1. Si (/, a) : (X, G) (Y, H) est cocartésien avec a injectif, alors (/, a)* est une 
équivalence de catégories. Cela résulte de (jl.l.ip et de la définition de (/, a)*. 

Proposition 1.6. Soient (/,a) : (X, G) ^ (Y, H), (g, P) : (Y', H') ^ (Y, H) deux mor- 
phismes de même but dans Eq/S avec f séparé. Pour r G H, formons le carré cartésien 

(1.6.1) (X',G'). — -(X,G) 



(/':«')-■ 



(/,«) 



(Y', H') (Y, H) (Y, H) 



oùTr est comme plus haut. Le foncteur ï{,{f' ,(x')r{{h,j)* ne dépend, à isomorphisme près, 
que de la double classe (Im p)r(Im a) cH et on a 

(g,p)*R(/,a)! ~0R(/',a')H(/i,Y);, 

r 

OÙ r parcourt un système de représentants de Imp\H/Ima. En particulier, R(/, a); com- 
mute à tout changement de base (5, p) dans Eq/S vérifiant ^(ImP\H/Ima) = 1. 

Le cas où f — g ^ Idy avec Y le spectre d'un corps séparablement clos est une version 
de la formule de Mackey |Ser98[ 7.3]. 

On renvoie à l5.4| pour une interprétation en termes de champs. 

Démonstration. On remarque d'abord que R(/, oc): commute au changement de base (g, p) 
dans chacun des trois cas suivants : (i) a = Id; (ii) / = Id et a surjectif; (iii) / — Id, 
a injectif et P surjectif. Cela résulte du théorème de changement de base usuel |SGA4[ 
XVII 5.2.6] dans le cas (i), et de la définition de (Id, a): dans les cas (ii) et (iii). 
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On factorise a en G Im a H, P en H' Im P --^ H, et (|1.6.ip en un diagramme 
à carrés cartésiens 



(X',G'). 



(MY'.«2,r) 



,(IdY,|32) 



(Y', H') (Y, Im (Y, H) 



(X,G) 

(/.ai) 
(Y,Im a) 

(IdY,a2) 
(Y, H) 



On a 



R(/',a')r!(/i,Y)* - (IdY',a2^j!(g,a^)*(ar,T^)*R(/,ai)! d'après (i) et (ii) 
~ (.g,Pi)*(IdY,pr)!(ar,'Cr)*R(/,ai)! d'après (iii). 

Donc pour montrer la proposition, on peut supposer que f — g — Idy et que a et P 
sont des inclusions. On peut prendre pour p.6.ip le diagramme suivant : 



(Y,H' nrGr-i) 

(Id^O 



(a,-:7r) 



(Y, G) 

(Id,a) 



(M, fi) T 

(Y, H') ^ (Y, H) (Y, H) 

où a'j. est l'inclusion, Jr est donné par g ^ r^^gr. Soit K G D^(Y, G,Qi). Soit R un 
système de représentants de H'\H/G. Pour r e R, soit S^. un système de représentants de 
HV(H' nrGr-i). Posons U = 0,gs, «««r^ ~ {ld,a'^)f{ar,Jr)*K. Comme UreR^r?- est 
un système de représentants de H/G, on a 

(1.6.2) ^ alK ^ (Id, P)*(Id, a)!K. 

Pour h e H', si on pose hs — tshg, tg G S^, /is G H' n rGr^^, alors h agit sur par 



al «K ~ a:^a;;^<K 



«K, 

ses,- 



011 ba'K.hs est donné par 



> aîK. 



Comme /isr = tgvr ^hgr, tgr G S^r, r ^/i^r G G, /i agit sur (Id, P)*(Id, a)!K par 



reRses^ 



reR ses,. 



reR ses,. 



Donc l'isomorphismc (|1.6.2p est H'-équivariant. L'image de ne dépend que de la double 
classe H'rG. □ 

Proposition 1.7. Soit (/, a) : (X, G) —> (Y, H) un morphisme dans Eq/S. 

(a) Supposons que a : G — > H soit surjectif et que f fasse de Y un quotient de X par 
Kera. Alors pour tout K G Dj;(Y, H, Q;), la flèche d'adjonction K (/, a), (/, a)*K est 
un isomorphisme. 

(h) Si de plus Kera opère librement sur X, de sorte que X est un (Ker a) -torseur 
sur Y, alors pour toutL E D'^ÇK.,G,Qi), la flèche d'adjonction [f, a)* {f,a)^,L ^ L est un 
isomorphisme. 
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On renvoie à l5.3l pour une interprétation en termes de champs dans le cas (b). 

Démonstration, (a) Pour tout point géométrique y de Y à valeur dans un corps algébri- 
quement clos, y est le quotient de X^"*^ par Kera (ceci découle de |SGA1[ V 1.1 (iii)]). 
Quitte à changer S, on peut supposer H = {e}, Y — y = Specfc avec k un corps algébri- 
quement clos et X réduit. Alors il existe un sous-groupe Gi de G tel que X — U^gQ^^Q a^/i, 

où Xfi = Specfc et l'action de G est donnée par ag{xh) — Xhg. Soit K e D[!(Y, Q;). Alors 
((/,a)*K)^^ = K, et g e G agit par 

a;(/,a)*K^(/,a)*Ki^^(/,a)*K. 
Donc (/,Id)4/, a)*K ~ ©/jeG/Gi = K, et .g e G agit par 

/igG/Gi 

Donc la diagonale induit un isomorphisme K (0/ieG/Gi K^,)^ — (/, «)*(/, a)*K. 

(b) Si Ker a opère librement sur X, alors pour tout point géométrique y —> Y, X^ est 
un Kera-torseur sur y. On fait le même dévissage qu'en (a). Dans notre cas Gi = {1}. 
Soit {g, P) une section de (/, a) (par exemple {y, 1) i-^ {xi, 1)). Alors {g, P) est cocartésien, 
donc {g, P)* est une équivalence de catégories. Il en résulte que (/, a)* l'est aussi, d'oià le 
résultat. □ 

Remarque. Soient k/ko une extension finie galoisienne, k' une extension finie de k tel 
que k' soit galoisien sur ko. Alors (Spec fc', Gal(A:'/fco)) — > (Spec fc, Gal(fc/fco)) vérifie les 
hypothèses de (b). 



1.8 Traces locales 

Soit G un groupe fini agissant sur x = SpecK(a;). Le corps k{x) est muni d'une action 
de G à gauche. Soit x un point géométrique algébrique au-dessus de x, i. e., le spectre 
d'un corps k(x), clôture séparable de K(a;). On pose 

Gs=G XGal(K(a;)/K(:>;)G) G&1{k{x) /k{x)'^) . 

Soit l un nombre premier inversible sur x. On a une équivalence de catégories 

Modc(a;,G,Q;)^Rep(Gs,Q;) 
L Lu, 

où Rep(Gg,Q;) est la catégorie des Q;-représentations continues de Gj. Pour L £ 
Modc(a;, G, Qi), (DL)g s'identifie à la représentation contragrédiente de L^. 

Soient H un groupe fini agissant sur y — SpecK(?/) et (/, Ot) : (a;. G) (î/iH) un 
morphisme avec / fini. Prenons y un point géométrique algébrique au-dessus de y s'insérant 
dans un carré commutatif 

X ^ X 

f 

y — 

À l'aide de /, on identifie k(î/) à un sous-corps de K(a;). On a K(y)^ C K(y)^ C k(x)^, 
d'où un diagramme commutatif de groupes 

G ^ G&\{k{x)/k{x)^) ^ G'dl{K{x)/K{x)^) 

a 

H Gal(K(y)/K(y)H) ^ Gal(K(y)/K(y)H) 
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qui induit un homomorphisme = {f,a)x : lïy. Soit L G Modc(X, G, Q;). On a 

((/, a)*L)y ~ (0C2)*Lg comme H^-représentations. Ici (oCg)* est la co-induction. (Si on note 
(a^)! l'induction, on a un isomorphisme canonique (a^)* ^ (oCj)]. Cf. 11.51 (ii) et (iii).) Le 
caractère de la représentation (a^)* peut se calculer en utilisant le lemme suivant. 

Lemme 1.9. Soient F un corps, a : Gi ^ G2 un homomorphisme de groupes (abstraits) 
avec N = Kera d'ordre fini eti = Ima d'indice fini dans G2, L un F -espace vectoriel de 
dimension finie, p : Gi — > GLf(L) une représentation linéaire. On note a»L le module 
co-induit, i. e., a*L = Homp[j](F[G2],L^) avec l'action de G2 induite par multiplication à 
droite sur F[G2]. Alors pour tout g S G2, 

(1.9.1) #N.Tr(.g,a,L) = ^ ^ Tr(t,L), 

s tGGi 
a{t) = s^^ gs 

où S parcourt un système de représentants de G2/I. 

Démonstration. Il suffit de traiter les deux cas spéciaux suivants. 

(i) Cas N — {!}. La formule est immédiate (voir, par exemple, jSer98[ 3.3]). 

(ii) Cas I = G2. Soit g = J2 ted Pit) e EndF(L). Alors g{L) C L^. Le membre de 

droite de (|1.9.ip est 

Tr(5,L) = Tr(5,LN) +Tr(5,L/LN) = #N • Tr(5,LN). 

□ 

1.10. Soit (X, G) e Eq/S. Pour tout point x G X, K(a;) est muni d'une action à gauche 
du groupe de décomposition 

Gd{x) = {g G G I ag{x) = x} . 

On désigne le schéma SpecK(a;) encore par x et on note ix le morphisme {x,Gd{x)) —>■ 
(X, G). Soit X un point géométrique algébrique au-dessus de x. On pose 

(1.10.1) Gd{x, x) = Gd{x)s = Gd{x) ^Ge.HK(x)/K(x)<^A^r) Gal(K(x)/K(a;)°^(")). 

En d'autres termes, un éléments de Gdix,x) est un couple (g,^) oii 5 G Gd{x) et (|) G 
Aut(K(x)) induisent le même automorphisme sur K(a:). 

Soient (/, a) : (X, G) (Y, H) un morphisme dans Eq/S, x & X, y — f{x), x ^ x 
au-dessus dey ^y. Alors (/, a) induit {fx,<^x) ■ {x,Gd{x)) {y,ïld{y)) et = (/, a)^ : 
Gd{x,x) ^lld{y,y)- 

Soit L G D;:(X,G,Qi)- On POse L^ = i*L G D^(x, G<i(a;), Q;)- Pour g e G, bg induit 
Lagx - i'Tg,x)*'ï^x, OÙ Tg = {ag,h ^ g~^hg) comme dans[TTTJ 

Soit / : (X, G) (Y, H) un morphisme fini. Soit y G Y. Notons Oj, l'orbite de y sous H. 
On choisit un système S de représentants des orbites dans X sous G au-dessus de Oy. Pour 
a; G S, notons O^; l'orbite de x sous G, /o^ : O^; Oy la restriction de / à Ox, et z = fix). 
Choisissons hx tel que ah^{y) — z. Alors ((/,a)*L)|Oy ~ 0ses(/o^ , Cc)*(L|Oa;). Donc 

((/,a),L), ^ 0((/o^,a).(L|O.)), ^ t;;^,^((/o., a).(L|0,)), ^ t;;_^,,(/„ a,).L, 

x£S xes x£S 

Prenons x x et z —^ z au-dessus de y ^ y. Alors pour tout h G îldiy, y), 

Ti-ih, ((/, a).L),) - Y. Tr(Th.,,(/î), (as).Ls) 

xes 

(1.10.2) =Ei^ E E Tr(É,Ls), d'après (mH) 

xes ^ ^ seïïa{z,z)/l^ teGd{x,x) 

OÙ Nx — Kcraj, Ix = ImUx- 
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Proposition 1.11. On utilise les notations de \1.7\ Soient x £ X., y — f{x), y ^ y au- 
dessus de X ^ X. Dans le cas (a) (resp. (h)) de \1.7\ Vhomomorphisme (Xx ■ Gd{x,x) —>■ 
Hrf(î/, y) est surjectif (resp. un isomorphisme) . 

Démonstration. D'après [SGAli V 1.1 (iii)], K(a;) est une extension quasi-galoisienne de 
k(î/) et rhomomorphisme Kera^; Gal{K{x) /K{y)) est surjectif. Donc K(a;)'^'''^^) est une 
extension radicielle de K{y)^'^^y\ d'oii un carré cartésien de groupes 

Gdix, x) — ^ Rdiy, y) 



Gd{x) Rdiv) ^Gai(K(y) /K{y)^d'.y> ) Gal(K(a;)/K(a;)'^''^^-') 

Donc (Xx est surjectif. 

Dans le cas (b), l'iiomomorphisme Kera^ Gal{K{x)/K{y)) est un isomorphisme. 
Donc Ux est un isomorphisme. □ 

Corollaire 1.12. Soient K un corps, K' une extension finie galoisienne, r] = SpecK, r|' = 
SpecK', (X, G) G Eq/y\. Considérons (pr^Jd) : (X,,^,G) (X, G). Soient x eX, y eXy^, 
au-dessus de x, y y au-dessus de x ^ x. Alors l'image de Idy : Gd{y,y) — > Gd{x,x) est 

G' = Gdix) XGai(K(.)/K(.)0.(^)) Gal(K(x)/K(x)G''(-) • K'). 

Démonstration. Il est clair que Imld^ C G'. Soit {g,<^) G G'. Notons H = Gal(K'/K). 
Formons le diagramme commutatif à carré cartésien 

(pri,Id) 

(X^. , G) ^^rpC^,,GxH)^^ (X, G) 

(T1',H) -(11,{1}) 

D'après [1.111 (b), l'homomorphisme (pri)y : (G x }î)d{y,y) Gd{x,x) est un isomor- 
phisme. Soit l'image inverse de ((7,<j)). Alors \|/|K' = Mk'. En appliquant (pr2)y, 
on obtient (/i, \(/) G Hd(r|',fi), donc h= 1, i. e., (g,^) = ldy{g,\\t). □ 

1.13 E-compatibilité 

Soient p un nombre premier, E un corps de caractéristique 0, I un ensemble, y une 
application 

I ^ { (Z, l) I Z un nombre premier ^ p, i : E ^ Q; un plongement de corps } , 

où, pour chaque l, Qi est une clôture algébrique de Qi. Pour A, G I, on écrit y(A,) = {lx,ix)- 
Soient K = F^/ un corps fini (resp. un corps local de corps résiduel k = F^/, i. e., 
le corps des fractions d'un anneau de valuation discrète hensélien excellent R de corps 
résiduel k), r| = SpecK. Soit (X, G) G Eq/T\. On désigne par |X| l'ensemble des points 
fermés de X. Pour x & |X|, K(a;) est une extension finie de K. Soit x un point géométrique 
algébrique au-dessus de x. On note Fq G Aut(K(â;)) le Frobenius géométrique (absolu) qui 
envoie a sur a^/^ (resp. R^: l'anneau des entiers de k(x), Rj le normalisé de R^; dans K(â;), 
xo le point fermé de SpecRa;, le point fermé de SpecRj, Fq G Aut(K(xo)) le Frobenius 
géométrique). On note p l'inclusion Gal(K(â;)/K(x)*^''*^^^) ^ Aut(K(â;)) (resp. l'homomor- 
phisme composé Gal(K(x)/K(x)^''('^)) Gal(K(io)/K(a;o)°'*^'^'') ^ Aut(K(xo))). 
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Définition 1.14. (i) On dit qu'un système {txjxei £ IlxeiQii ^st {E,l, y)- compatible (ou 
E-compatible s'il n'y a pas de confusion à craindre) s'il existe c g E tel que tx = lx{c) pour 
tout X &l. 

(ii) On dit qu'un système de complexes {Lx)xei £ Ilxei ^c(^7 G, Q/^) est (E,I,y)- 
compatible (ou E-compatible s'il n'y a pas de confusion à craindre) si pour tout x G |X|, 
tout â; — > a; et tout (.g,(|)) G Gd{x,x) (|1.10.ip avec p((|)) une puissance entière de Fq, le 
système (Tr((g, (|)), (Lx)s))igi est (E, I, Y)-compatible. 

Les systèmes E-compatibles sur (X, G) forment une sous-catégorie triangulée de la caté- 
gorie produit Ylxei Dc(X, G, QiJ, notée D^(X, G, E). Lorsque G = {1}, on écrit simplement 
D^(X, E). La E-compatibilité de (Lx)xei ne dépend que de ([Lx]);Lei G Tl^ei ^1, Q/J 

m- 

Proposition 1.15. Soient (Lx)xei e Oîiei ^^(X, G, Q^), x G |X|, x x, N e Z. 
Supposons que pour tout (g,(|)) G Gd{x,x) avec p((|)) — Fq", n > N, le système 
(TT{{g,(^), (Lx)x))xei est compatible. Alors {{ljx)x)xei est E-compatible. 

Démonstration. On peut supposer X = a; et #1 = 2. On peut supposer [hx] = [J-'x] — [Gx] 
avec TxtGx € Modc(a;, G, Q;^) semi-simples, A, G L II suffit de montrer que le système 
(Tr((5,(|)), (Lx)s))igi est E-compatible pour tout (.g,(|)) G Gd{x,x) avec p((|)) = F^*-^"^'. 
On pose Z — Aut(K(i)) (resp. Z = Aut(K(â?ô)))- On note i l'homomorphisme composé 

Gd{x,x) ^ Gal(K(x)/K(x)°''(")) ^ Z ^ Z, 

011 r est l'isomorphisme qui envoie Fq sur 1. Dans le cas fini, on pose W — T^^(Z) ; dans le 
cas local, il existe un sous-groupe ouvert Ii de T^^(O) agissant trivialement sur les {J-x)x 
et {Gx)x, A G I en vertu du théorème de monodromie locale de Grothendieck, et on pose 
W = X~^(Z)/Ii. Dans les deux cas, X induit un homomorphisme surjectif V : W ^ /'Z de 
noyau fini avec / | /'. Le groupe infini W agit par conjugaison sur l'ensemble fini v^^(/'). 
Le centre Z(W) de W, qui est le fixateur de V~^(/'), est d'indice fini. Soit h G T~^(Z) tel que 
'c(^) > / et que l'image de h dans W appartienne à Z(W). Alors pour tout {g, (|)) G Gd{x, x) 
avec %{g) — f(N — 1), gh et hg définissent le même automorphisme sur {J-x)x- H en est de 
même sur {Gx)x- On conclut en appliquant [111061 8.1]. □ 

Le théorème suivant est le résultat principal de cet article. 

Théorème 1.16. Sur un corps fini ou local comme dans [TTM les six opérations pré- 
servent la E-compatibilité. Plus précisément, pour (/, Oc) : (X, G) — > (Y, H) dans Eq/ry, 
{U)x&, {^x)x& e D^(X, G, E), {nx)x& e D^(Y, H, E), on a 

{^x ® ^x)xei. (RHom(Lx, yix))xei. ((/, ay^x)xei e D^(X, G, E), 
(R(/,a),LO^ei gD^(Y,H,E), 

et, lorsque f est séparé, 

(R(/, a)'Nx)xei G D^(X, G, E), (R(/, a).Lx)xei e D;!(Y, H, E). 

Corollaire 1.17. La dualité préserve la E-compatibilité. Plus précisément, pour (X, G) G 
Eq/S, (LO;veiGD;;(X,G,E), on a (D(x,g)U)^gi G D^(X, G, E). 

Démonstration. Pour montrer que (DxLx)xei est E-compatible, on s'intéresse aux traces 
en un point x G |X|. Soit V un voisinage ouvert séparé de x dans X. Quitte à remplacer 
(X, G) par (flgeGdCx) "•gi^)^ Gd{x)), on peut supposer X séparé. Ce cas découle dc ll.161 □ 

En fait. ll.l6 let ll.l7l seront démontrés en même temps (voir 12.51 et 13.9p . 
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Remarque 1.18. (i) On retrouve le théorème de Gabber |Fuj02[ Th. 2] pour G = {1} et 
K fini. 

(i') Dans le cas K local, soient rji une extension finie der], rjY r|i, X r|i un 
morphisme séparé de type fini muni d'une action d'un groupe fini G. Si {g, (|)) G Gd{'^i,y\ï) 
avec p((|)) — Fq", n g Z, alors 11 . 1 6l combiné avec |Zhe08[ (2.4.1) et (2.4.4)] implique que 

5](-l)'Tr((5,c^),ff,(X^,Q0) e/'^--^0-">Z 

igZ 

est indépendant de l, où d = dimX. On retrouve ainsi |Och99[ Th. B], le cas s = SpecFp 
de |Vid04[ 4.2] et le cas (très particuher) de [Sai03[ 0.1] où F est la classe du graphe de «g. 

(ii) 11.161 équivaut à l'énoncé pour #1 = 2. 

(iii) On peut remplacer E par une extension algébrique quelconque E'. En effet, pour 
tout A, e I, notons Ja, l'ensemble des plongements )! : E' ^ Q;^ qui prolongent i^,. Soit F une 
partie de Ylxei "^^^ contient au moins un élément de chaque Jx, A, G 1, et au moins un 
3x, A- G 1, au cas où 1 est non vide. On note y' : F — > {(?,l)} l'application qui envoie yi Jx 
sur (4,10.). Alors un système (ix)xei € n^ei 'Q'x ^^t (E, I, Y)-compatible si et seulement si 
(^[i)|iei' £ rinei' Q'n (E',F,Y')-compatible, oii t'^ ~ tx pour \x E Jx- Le foncteur 

(Lx)xei {'L'^)^iev, où = hx pour p. G Jx, 

commute aux six opérations et à la dualité. Un système {Lx)xei G Ylxei L*c(X, G, Q;^) est 
E-compatible si et seulement si M{{Lx)x£i) est E'-compatible. 

(iv) Fes énoncés pour (/, a)* et (g) sont triviaux. F'énoncé pour (/, a)* avec / fini 
résulte de (|1.10.2p . F'énoncé pour D dans le cas où X est régulier et où les F^ sont à 
faisceaux de cohomologie lisses découle du théorème de pureté : pour a: G |X|, (Dxï^x)x — 
(Dxi^x)x){dx)['2dx], où dx — dim^; X, et évidemment D^, préserve la E-compatibilité. 

(v) On verra en 14.81 que préserve aussi la E-compatibilité. 

2 Descente galoisienne et indépendance de / sur un 
corps fini 

2.1. Une technique de Deligne-Fusztig [DF76[ démonstration de 3.3] permet de se débar- 
rasser de l'action de groupe dans certaines circonstances. 

Soit S un schéma noethérien. On désigne par Eq'^'^™/S la sous-catégorie pleine de Eq/S 
formée des couples (X, G) où G agit sur X de façon admissible (|1.2p . 

Lemme 2.2. Soient G un groupe fini, f : S' ~* S un G-torseur. Le foncteur 

: Cs^(i;q^^'7S)G/(S',G) 
X^^(XxsS',G), 

où G agit sur X Xs S' via son action sur S', est une équivalence de catégories. 

Démonstration. C'est un cas particulier de la descente galoisienne (voir jSGAli VIII 7.6] 
et [BFRQOi 6.2.B]). Un quasFinverse de E/ est donné par (Y, G) ^ Y/G. □ 

Notons e/,x : (X Xg S', G) (X, {1}) la projection. 

2.3. Soit 

(^(Sm,Z/mZ)„,>i, ((/,„,„, a„^„) : (S„i„,Z/m?iZ) (S,„, Z/mZ)),^^_,^>^^ 
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un système projectif, où Si = S, OCm.n : 'LImnL Zi/mZ, désigne l'homomorphisme qui 
envoie ï sur ï, tel que soit un Kera„i,n-torseur, m,n> 1. Soit (X, G) G Eq'^'^'^/S. 
Soient m > 1, g G G. Notons Ug l'ordre de g. On considère l'action diagonale de Z/ugZ 
sur Xg^ Xg^ S„gm, Celle sur Xg^ étant donnée par l'homomorphisine ig : TLjngl — > G 
qui envoie î sur g et celle sur Sn^m donnée par l'homomorphisme "L/ngT, "L/ngmL qui 
envoie 1 sur m. On définit un foncteur 

(i;g^'i'7S)G ^ Cg„ 

(X, G) ^ X("-^') = z-jI^^ (Xs„ Xs„ S„^„,Z/n<,Z). 

Posons 

C^(X,G),m,g = {Wl.ig) ■ (Xg„ Xg^ Sn^™, Z/n^Z) (X,G). 

Rappelons 

e/„,„,,x(™,.) : (Xs,„ xs,„ S„,,„,Z/n<,Z) ^ (X^"'»), {!}). 
Supposons que S soit régulier de dimension < 1. Posons 

La définition de Cm, g commute aux six opérations et à la dualité. Plus précisément, on 

a 

C(X,G),m,gR-Wom(x,G)(-, -) — RHomx(™.g) (C(x,G),m,g~i C(x,G) ,m,g ~) 7 
C(X,G),m,g(~ ® — ) — C(x,G),m,g ~ ®C(x,G),m,g~ï C(x,G),m,ffD(x,G) — Dx(™,s) C(x,G),m,gi 

et, pour (/,Id) : (X, G) ^ (Y, G) dans Eq^^^^'/S, 

C(X,G),m,g(/, Id)* ~ (/'''"'^')*C(Y,G),m,g,C(Y,G),m,gR-(/jO')* — R-l/'™'"^ )* C(X,G) ,m,g , 

et, lorsque / est séparé, 

C(X,G),™,<,R(/,Id)' ~R(/(™^3))'C(Y,G),™,<„C(Y,G),m,gR(/,a)! ^R(/^'"'^^)!C(x,G),™,g- 

Reprenons les notations de 11.131 En particulier, K = F^/ (resp. K est un corps local 
de corps résiduel F^/). Pour m > 1, soient K„i = F^/m (resp. une extension non 
ramifiée de K de corps résiduel Fp/m), r\rn = SpecK,„. Pour m > 1, IjjrriL agit sur r|„i via 
l'isomorphisme de groupes 

(2.3.1) Z/toZ Gal(K„/K) 

où l'image (|) de ï est donné par tsf — EglRm (resp. ^ = FolF^/m, oii ^ est la réduction 
de iSf). Appliquons 12.31 au système projectif iy\m)m>\- 

Proposition 2.4. Soient (X, G) G i/g^'^'"/!!, (U)>,ei G Ilxei Dc(X, G, Q^). Pour gwe 
(L>^);^gi soii F, -compatible, il faut et il suffît que pour tout m > 1 et tout g ^ G, 

(C(x,G),™,gLOlGl el[DliX^'-^s\Wj 

Xei 

soit ^-compatible. 

Démonstration. La nécessité est claire. Soit (Lxjxei £ Tl^ei ^c(-^i G, Q;^) tel que pour 
tout TO > 1 et tout 5 G G, {Cm^ghx)xei soit E-compatible. Comme e*j:^ ^ e/^^ ~ Id (|1.7I 
(b)), on a ((iJ^_gLx)xei G ^c0^r\„, ^r\„, ilrigm, Z/n^Z, E). D'après Pl. 15L il suffit de montrer 
que pour tout x G |X|, tout â; ^ a: et tout {g,(^) G Gd{x,x) avec p((|)) = Eq™, to > 1, 



14 



(Tr(((7, (|)), {Lx)x))kei est E-compatible. Soient y G |X,^^| au-dessus de x, y ^ y au-dessus 
de X ^ X. D'après [1.121 on a {g,<^) S Gd{y,y), correspondant à (ï,(|)) € {Z/ngZ)d{y,y). 
On prend le diagramme commutatif à carré cartésien 

Z/ugZ) — (X,^^^ x,^,^ r|„g,„,Z/ngZ X Z/ugZ) ^ {X^^.Z/ugZ) 



{nn,m, Z/UgZ) ^ (ri„j, {1}) 

Soient z e jX,^^ x,^^ ilrigm l au-dessus de y, z ^ z au-dessus de y ^ y. D'après fl. 111 (b), 
l'homomorphisme 

{Z/ugZ X Z/ngZ)d{z,z) {Z/ngZ)d{y,y) 

est un isomorphisme. Soit (ï,6,(|)) G {Z/ngZxZ/ngZ)d{z,z) l'image inverse de (î,(j)). Alors 
e (Z/ngZ)d(Tl„gm,fi), donc 6 = ï. Bref, {dra,g)z ■ {Z/ngZ)d{z,z) Gd{x,x) envoie 
(1,(|)) sur Donc les 

Tr((5,(^), = Tr((ï,^), (CgU).-) 

forment un système E-compatible. □ 

Scholie. Avec les notations de la démonstration, si on note w l'image de z par e^^ , on 
choisit w ^ w au-dessous de z — > z et on désigne encore par (|) l'image de (l,<j)) par 

(e/,„,„J? : {Z/ngZ)d{z,z) {l}d{w,w) = Gal(K(ïZ;)/K(w)), 

alors 

TV((5,^), (Lx),) = Tr(c^, (Ctx^G),™,^^)^). 

2.5. Démonstration de \1.16] dans le cas d'un corps fini. On sait que (/, a)* et ig) pré- 
servent la E-compatibilité. Pour montrer I1.16[ il suffit d'établir la stabilité par D et 
R(/, a)*. La stabilité par R(/, a):, R(/, a)' et KHom s'obtiendront par dualité. Comme 
R(/, a)* — (Id, a)*R(/, Id)*, on peut supposer a = Id. D'après HjH et le théorème de 
Gabber, D et R(/, Id)* préservent la E-compatibilité lorsque les actions de groupe sont 
admissibles. 

Soit (Lx)xei G D^(X, G,E). Pour montrer que {Dxï^x)xei est E-compatible, on s'inté- 
resse aux traces en un point x G |X|. Soient V un voisinage ouvert séparé de x dans X, 
U un voisinage ouvert affine de x dans rigeCdCi) Quitte à remplacer (X, G) par 
iClgeGdix) ^s(U), Gd{x)), on peut supposer X affine. Ce cas est déjà connu. 

Soit / : X — > Y un morphisme G-équi variant. Pour montrer que R/* préserve la 
E-compatibilité, on fait une récurrence sur d = dimX. Le cas < est trivial. Pour 
d > 0, on prend un ouvert dense affine G-stable U de X et on note j : U ^ X. Pour 
{Lx)xei G D^(X, G,E), comme [Lx,] — [Rj*j*Lx] est à support de dimension < d — 1, il 
suffit de montrer que (Rj*j*Lx,)x,gi et (R(/j)*j*Lx,)x,gi sont E-compatibles. Donc on peut 
supposer X afRne. Comme le problème est local sur Y, un argument similaire à celui dans 
l'alinéa précédent permet de supposer en plus Y affine. Ce cas est déjà connu. □ 

2.6. Rappelons le théorème de Gabber de stabilité de la E-compatibilité par extension 
intermédiaire |Fuj02| Th. 3] : pour j : U ^ X une immersion ouverte de schémas séparés 
de type fini sur un corps fini k — F^/, {Lx)xei G Dj;(U,E) un système E-compatible de 
faisceaux pervers purs de poids w £ Z, {j\*l-ix)xei est E-compatible. 

Rappelons que K(X, Q/) est un groupe abélien libre engendré par les classes d'iso- 
morphie de faisceaux pervers simples. Pour a € Z, notons Km(X, Q;) (resp. K<a(X, Q/), 
resp. K>o(X, Q/), resp. Ka(X, Q/)) le groupe de Grothendieck de la catégorie des faisceaux 
pervers mixtes (resp. de poids < a, resp. de poids > a, resp. purs de poids a). 
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Proposition 2.7. Les projections canoniques 

p<a : K^iXM ^ K<aiX,Qi) et p>a : Kra(X,Qi) ^ K>,(X,Qâ 

préservent la ¥i- compatibilité. Plus précisément, pour {Lx)xei G Ilxei *^') ^y^~ 

tème ¥i- compatible, les systèmes {p<oX'x)xei et (p>aLx)xei sont Yj- compatibles. 

Démonstration. Il suffit de montrer que la projection canonique Pw '■ Km(X, Q/) —>■ 
K„,(X, Q;) préserve la E-compatibilité pour tout w G Z, car p<a = J2w<aPw^ P>a = 
J2w>aPw- On peut supposer #1 = 2. Soient hx = J2w€Z^Kni, '^x,w = [Mx.w.o] - [Mx.w.i], 
où Mx.w,o et Mx.w,i sont des faisceaux pervers purs de poids w. 

(a) Cas où X est lisse sur k et 'H'^{Mx^w.a) lisse sur X pour A, G I, w G Z, a = 0, 1, 
e G Z. Alors pour tout a; G |X|, le facteur L local La;(Lx.m, t) peut être extrait de Lx{Lx, t) 
comme la partie de poids w — àm\x X. Donc les 1jx,w forment un système E-compatible. 

(b) Cas général. On fait une récurrence sur d = dimX, simultanément pour tout 
w G Z. Le cas d < est trivial. Pour d > 0, on peut supposer X réduit. Prenons un 
ouvert dense j : U ^ X lisse sur k tel que Ti.'^ {j*y^x,w ,a) soit lisse sur U, pour A, G I, 
w G Z, a = 0, 1, e G Z. Notons i : Y X le fermé complémentaire. D'après (a), 
(j*L?L,ju)Àei est E-compatible, donc {iuj*'Lx,w)x!^i l'est aussi en vertu de la démonstration 
du théorème de Gabber rappelé en l2.6l D'après [BBD82[ 5.3.11], pour tout w G Z, il existe 

eKi„(Y,Q;) tel que 

(2.7.1) hx,w = 3\*j*^x,w + T'*^'x,w 

En sommant pour tout G Z, on obtient 

liiez liiez 

d'oià la E-compatibilité de (X^i^ez -^1 ^)xei- P^-r conséquent, pour tout w G Z, {^'x yj)'ke\ 
est E-compatible en vertu de l'hypothèse de récurrence. La E-compatibilité de {X'X,w)xei 
résulte alors de (|2.7.ip . □ 

Notons D^j(X, Q/) la sous-catégorie triangulée de X formée des complexes mixtes. Pour 
a G Z, notons "'D^''(X,Q7) (resp. '"'D^'^(X, Q^)) la sous-catégorie triangulée de D;;(X,QI) 
formée des complexes mixtes K tels que pour tout i G Z, ^WK soit de poids < a (resp. 
> a). S. Morel [MorOSl 3.1.1] a défini un foncteur exact troncature par le poids 

w<a : Dl{X,Qi) ^ '"D^'^(X,QÔ (resp. w>a : DI{X,Qi) ^ '-D^'^(X, Q^)), 

adjoint à gauche (resp. à droite) de l'inclusion 

"'D^"(X,Q;) C D,^„(X,Ô;) (resp. -D^'^(X,Q;) C I^l{X,Wi)), 

rendant commutatif le diagramme 

Ob(ii.<„) ^ Ob(iii>„) ^ 

ObC"D^"(X, QO) Ob(D^(X, QO) ^ ObC"D^'^(X, Qi)) 



K<,(X, Qi) ^ ^ K„(X, Qi) K>,(X, Qi) 

Pour j : U ^ X un ouvert et L un faisceau pervers pur de poids a G Z, la flèche 
canonique w>aj\^' J!*L est un isomorphisme |Mor08[ 3.1.4]. En vue de cela, la stabilité 
par la troncature par le poids (|2.7p généralise le théorème de Gabber (|2.6p . 
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3 Altérations galoisiennes et réduction au cas des 
courbes 



On reprend les notations de ll.131 En particulier, K est un corps fini ou local. 
Soit X un schéma de type fini sur r| = SpecK. On considère la condition suivante 
portant sur L G D^(X,Q7) : 

3.0.1 Pour tout î G Z, il existe une extension finie F de et un O-faisceau To^ tels 
que H'L ~ [To ®0 F) ®v Q/ et que Tq ®o (C/tt^) soit constant sur toute composante 
connexe de X, où O est l'anneau des entiers de F, m est l'idéal maximal de O. 
Cette condition est stable par image inverse et (g). Si X ^ Y est un ouvert de complé- 
mentaire un diviseur à croisements normaux, alors 13 . OTTl implig ue que L est à faisceaux de 
cohomologie lisses sur X, modérément ramifiés sur Y. 

Le résultat principal de ce § est la proposition suivante. 

Proposition 3.1. On fait les hypothèses suivantes : 

(A) Soient Ki une extension finie de K, r|i = SpecKi, ax : X ^ r|i une courbe 
lisse affine, (Lx)A,ei £ D^(X, E) avec tous les vérifiant \3. 0.1[ Alors (Rax!LA,)A,ei 

compatible. 

(B) Soient X une courbe sur r[, normale, j : U ^ X ouvert dense, (Lx)'kei G 
D^(U,E) avec tous les Lx vérifiant \S. 0.1\ Alors (Rj*Lx)xei esf Yj- compatible. 

Alors la conclusion de \1.16\ est vraie. 

Dans le cas d'un corps local, (A) et (B) seront démontrés en 14.111 

3.2. Dans le cas d'un corps fini, (A) est une conséquence de la formule des traces de 
Grothendieck, tandis que (B) est une variante de [Del73[ 9.8]. Prouvons (B) dans une plus 
grande généralité, avec la condition 13.0. Il remplacée par ce que les Lx, sont à faisceaux de 
cohomologie lisses. On peut supposer X irréductible. Quitte à remplacer r| par le corps 
de définition de X, on peut supposer X géométriquement irréductible. On peut supposer 
X projective. D'après 11.181 (iii), on peut supposer que E contient les racines p-ièmes de 
l'unité. D'après TLlBI fii). on peut supposer #1 = 2. Notons D = X — U. Pour x e D, posons 
n = maxxgi^igz ,^gD-{a:} Swanj,(7i'Lx). D'après |Kat83[ Construction, p. 217], il existe un 
système E-compatible (J^x)xei de faisceaux lisses de rang 1 sur X — (D — {x}) tel que pour 
tout y e D — {x}, Swany(jFx) > n. Alors Rj»(LA, ® ^x)y — 0, pour y e D — {x} [ibid., 
Prop., p. 216], et Rj*(Lx ®J-x)x — ij^i*^x)x ® {^x)x- Donc, d'après la formule des traces, 
pour m > 1, 

Tr(F™,(Rau*L,)^) 

= Y. Tr(Fr, (L,),)Tr(Fr, {Tx)y) + ^Tr(Fr, (Rj;L,),)Tr(Fr, {Txh), 

y6U(Fp™) 

où au : U ^ r|, r et / sont tels que K(a;) = Fpr, K(r|) — Fp/. D'après [1.181 (yv) et la formule 
des traces, (Rau*L>.)>.ei — (DT|Rau!DuLx)A,ei est E-compatible, donc {{iij*\^x)x)xei est 
E-compatible. D'où (B). 

Cette démonstration, jointe à 13.11 donne une démonstration de 11.161 dans le cas d'un 
corps fini indépendante du théorème de Gabber. 

3.3. Si K est un corps local, E est un corps de nombres, pour A-i, A,2 deux places finies de E 
ne divisant pasp, pi, P2 des représentations A-i- et A-2-adiques de Gal(K/K), Deligne a défini 
une notion de compatibilité entre pi et p2 |Del73[ 8.8]. Prenons pour Ti le Ex,;-faisceau 
sur r| = SpecK correspondant à Pi, choisissons un plongement E^^ ^ Qi;, i G I = {1,2}, 
et posons 

Y:I^{G,i)} 
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Alors (^i)igi est (E,I,Y)-coinpatible au sens de 11.141 si et seulement si les semi-simplifiées 
de pi et P2 sont compatibles au sens de Deligne. 

En vue de cette interprétation, la proposition suivante généralise jDel73[ 9.8]. 

Proposition 3.4. Soient S une courbe lisse sur k = ¥pf, (X, G) G Eq/S, (Lx)xei G 
Dj!(X, G,E). Soit s un point fermé de S. Notons Sçg) ^6 hensélisé de S en s, r|s son point 
générique. Alors le système {hx\X-^^)x<=i est ¥1- compatible (au sens de \1.14\ pour les schémas 
de type fini sur un corps local). 

Démonstration. Quitte à remplacer k par une extension finie, on peut supposer k(s) = k. 
Le problème étant local sur X, on peut supposer X affine. Pour m > 1, g G G, on applique 
[Q à (X, G) sur Fp/ et à (X,i^, G) sur rj^. On obtient 



Notons rjs^ le point générique du hensélisé de Sf en Sm- On a (X^™'^)),,^^ ~ (X,^ J^™'^) 

et (C„,gLx)|(X,,j('"'f) ~ C„^g(Lx|X,iJ. Quitte à remplacer X par X(™'9) dH]), on peut 
supposer G = {1}. 

Soit y un point fermé de Xr|^. Alors il existe un morphisme étale de type fini S' — > S, 
une section s — > S', et un sous-schéma fermé Y de Xs'_{s}, fini sur S' — {s}, tels que 
Yr|^ ~ y, d'oià le diagramme commutatif à carrés cartésiens 

y ^ Y 



Xs'-{s} ^ X 



Tls ^S'-{s} 

Quitte à remplacer S par S', X par Y, on peut supposer que X est quasi-fini séparé sur S. 
Prenons un S-plongement j : X ^ X oîi X est un S-schéma fini. Quitte à remplacer X 
par X, Lx par jiLx, on peut supposer que X est fini sur S. Quitte à remplacer X par 
une composante du normalisé de X'''^'^, on peut supposer de plus X lisse sur k. Quitte à 
remplacer S par X, on peut supposer X = S. 

Ce cas de la proposition est essentiellement |Del73 [ 9.8]. Rappelons comment le déduire 
du cas d'un corps fini de ll.161 On peut supposer #1 = 2. On pose [L^] = [Tx\ — [Qx\, où Tx 
et Qx sont des faisceaux sur S, semi-simples sur r|s. A- G I. Soit Ii un sous-groupe ouvert 
de I(K/K) agissant trivialement sur les {J-x)r\; et {Qx)rû, où K = K(r|s), K est une clôture 
séparable de K. Soit (j) G Gk = Gal(K/K) avec p((|)) = Fq™, m > 1. Notons Ki l'extension 
finie séparable de K correspondant au sous-groupe fermé de Gk topologiquement engendré 
par II et (]). Alors I(K/Ki) = Ii. Prenons Si une courbe lisse sur A:, / : Si ^ S un morphisme 
quasi-fini et si un point de Si au-dessus de s tels que le point générique r[si du hensélisé 
de Si en si vérifie rjs^ — SpecKi. Formons le carré cartésien 

/-i(S_{s})e^Si 

/' / 
S_{s}C 
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Alors j'* Tx et j'*Q-K, se prolongent en des faisceaux T'-^ et Q'-^ sur Si, lisses dans un voisinage 
de Si. Posons = .^^(©^([l]. Alors [(Rj;/'*LO.J ^ [(L^.J - [(K)si(-l)], d'où 



Tr((^, (U)^) = Tr(Fiî™, (LlW) = ^^Tr(F^"\ (Rj,(/')*UW), 

oii fj7 ^ r|s, S]" s\. Ces traces sont E-compatibles, car (Ri*(/')*LA,)A,ei l'est d'après le 
cas d'un corps fini de ll.161 (En fait la démonstration de (B) donnée en 13.21 suffit : on n'a 
pas besoin d'invoquer 13. 11 ) □ 



Les femmes 13.51 13.71 et 13.81 seront utilisés dans la démonstration de 13.11 

Lemme 3.5. Soient X un schéma noethérien intègre muni d'une action d'un groupe fini G, 
Y X un morphisme étale de schémas. Alors il existe un ouvert affine dense G-stable 
U de X, un morphisme (/, Oc) : (Z, G') (U, G) avec a surjectif faisant de Z un (Kera)- 
torseur sur U, et une factorisation 




Démonstration. Quitte à remplacer X par un ouvert affine dense G-stable de X, on peut 
supposer X affine. Notons r| le point générique de X, Gq = Gi(r|). Alors Go agit trivialement 
sur X, l'action de G sur X se factorise donc par Q = G/Gq. Comme X — > X/G est étale 
en T], il existe un ouvert U affine dense G-stable de X tel que YxxU^UetU— >U/G 
soient des revêtements étales. On peut supposer que Gq = {1}. En effet, une fois ce 
cas établi, on peut l'appliquer, dans le cas général, à l'action de Q sur U. On obtient 
(/, P) : (Z, Q') (U, Q). 11 suffit alors de prendre G' = G Xq Q', qui agit sur Z à travers 
sa projection sur Q', et prendre pour a la projection G' — > G. 

Soit X un point géométrique de U/G. On a une équivalence de catégories 

F : {revêtements étales de U/G} {7ti-ensembles finis à gauche} 

où Kl — 7ti(U/G, x). Alors F(U) ~ 7ii/A, où A est un sous-groupe ouvert distingué tel 
que 7ti/A ~ G°P, et F(Y Xx U) ~ ljr=i"i/Bi, où les B,, 1 < i < n, sont des sous- 
groupes ouverts de A. Soit C C HlLi ™ sous-groupe ouvert distingué de 7ti. On prend 
G' = (jli/C)°P X (Z/nZ) et Z un revêtement étale de U/G tel que F(Z) = (Jti/C) x (Z/nZ), 
l'action de G' sur Z étant donnée par la translation à droite de G' sur F(Z). On prend 
(7 : Z — > Y Xx U tel que F (g) soit donné par 

n 

(Jti/C) X (Z/nZ) ^[J7ti/B, 
{a,i) e Ki/Bi. 

Notons / le composé de g et de la projection Y XxU ^ U, a le composé G' (7t/C)°P 
(7t/A)°P ~ G. Alors F(/) s'identifie à a°P, donc / est G'-équivariant et fait de Z un (Ker a)- 
torseur sur U. □ 

3.6. Soient u : X Z un morphisme de schémas muni d'une action d'un groupe fini G, 
X Y Z une factorisation de u dans la catégorie des schémas. Rappelons la construc- 
tion d'une factorisation équivariante [dJ96[ 7.6]. Pour g Ç G, notons Yg le Z-schéma défini 

par la composition Y ^ Z Z. Posons G = {gi, ■ ■ ■ ,gn}, 

{Y/Zf=Yg, xz---XzY,„ 
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sur lequel G opère par (y^j, • • • ,yg,Jg = (Uggii ' ' ' Tllggnl)- Alors / a la factorisation G- 
équivariante X (Y/Z)^ — > Z, oii u' envoie x sur (v{xgi), • • ■ , 

Lemme 3.7. Soient f ^ ï un morphisme séparé de type fini de schémas noethériens, 

G un groupe fini agissant sur f. Alors on peut factoriser / en X ^ Y Z de façon 
G-équivariante, où g est propre et j est une immersion. 

Démonstration. D'après le théorème de compactification de Nagata |Uon97[ 4.1], / se 

factorise en X > Yq Z, oii go est propre et jo est une immersion. Il suffit alors 
d'appliquer 13.61 □ 

Le lemme clef suivant découle de raffinements, dus à Gabber, de résultats de de Jong 
( [dJ97| . [Vid041 4.4]) sur les altérations équi variantes. 

On appelle altération galoisienne |Vid041 4.4.1] un morphisme (/, a) : (S', G') (S, G) 
oii a est surjectif, / est un morphisme propre dominant génériquement fini de schémas 
noethériens intègres, tel que K(S')^ soit une extension radicielle de K(S), oii H = Kera, 
K(S') (resp. K(S)) est le corps des fonctions de S' (resp. S). Alors il existe un ouvert affine 
dense G-stable U de S tel que /^^(U) /~^(U)/H soit un revêtement étale galoisien 
de groupe H/Hq, où Hq = H n Ker(G' ^ Aut(K(S'))), et que /-i(U)/H ^ U soit un 
homéomorphisme universel fini et plat. La composition de deux altérations galoisiennes 
est une altération galoisienne. 

Soit G un groupe fini. Soit X un schéma noethérien régulier muni d'une action de G. 
Rappelons qu'un diviseur à croisements normaux G-stable D de X est dit G-strict s'il est 
strict et si pour toute composante irréductible de D et tout 5 G G tel que Dig ^ Di, 
Dj et Dig ne se coupent pas. Soit S — SpecR un trait de point fermé s. Rappelons qu'un 
couple semi-stable |Zhe08[ 5.5 (a)] est un couple (X,Z), oîi X est un S-schéma de type fini 
et Z est une partie fermée de X contenant X^, qui est, localement pour la topologie étale, 
de la forme 

iSpecR[ti, . . . ,t„]/{ti ■ ■ - ta - %),Z), 

où n est une uniformisante de R, Z est défini par l'idéal {ti ■ ■ - th), 1 < a < b < n. Alors Z 
est un diviseur à croisements normaux de X. Si X — > S est muni d'une action de G sous 
laquelle Z est stable, on dit que le couple semi-stable (X, Z) est G-strict si Z est un diviseur 
à croisements normaux G-strict de X. 

Soit S un schéma noethérien. On dit qu'une courbe nodale G-équivariante X S est 
G-scindée si elle est scindée et si pour tout s G S, toute composante irréductible G de 
Xg et tout g G Gd{s) tel que C5 7^ C, C et Cg ne se coupent pas (condition (*) dans 
|Vid04[ 4.4.1]). On appelle fibration plurinodale G-scindée {cf. |dJ97[ 5.8]) un système 

(Xd ^ • ■ • ^ Xo, {Cy }, Zo), 011 

— fi :Xi ^ Xi_i est une courbe projective, nodale et G-scindée, 

— Oij : Xi_i Xi, j — 1, • • • , rii, sont des sections disjointes de fi dans le lieu lisse 
de /i, permutées par G [i. e., pour tout j, il existe j' tel que Og o a^j — Gij> o Og), 

— Zq ÇXq est un fermé G-stable, 

tel que fi soit Hsse sur Xi_i — Zi_i, 011 on a posé Z^ = [j^Li'^ijO^i-i) U /r^(2i-i), 
1 < î < d. Ici on dit qu'un morphisme / : X ^ Y est projectif si / admet une factorisation 

X A ^ Y, oii i est une immersion fermée. Dans la définition d'une courbe plurinodale 
G-scindée, X^ Xq est projectif et plat. 

Lemme 3.8. Soient G un groupe fini, / : X — > S itn morphisme séparé de type fini 
G-équivariant de schémas noethériens intègres, U un ouvert dense G-stable de X. Suppo- 
sons que la fibre générique X^^ de f soit géométriquement irréductible. On fait aussi les 
hypothèses suivantes : 
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(i) S est excellent. 

(ii) pour toute altération galoisienne (Si, Gi) (S, G) et toute partie fermée Fi C Si, 
il existe une altération galoisienne (S2,G2) (Si,Gi) telle que S2 soit régulier et que 
l'image inverse de Fi dans S2 soit contenue dans un diviseur à croisements normaux 
G2-strict. 

Alors il existe un groupe fini G' , un homomorphisme de groupes a : G' ^ G, un diagramme 
commutatif G' -équivariant 




où (u,Ol), {v,(x) sont des altérations galoisiennes, j est une immersion ouverte dominante, 
et une fibration plurinodale G' -scindée de g 



fd 



Xo = S', {Oij}, Zo) 



telle que X^ soit régulier, soit un diviseur à croisements normaux G' -strict de X^ pour 
< i < d et que Z^ contienne X^ — w^^(U). 

On appliquera le lemme uniquement quand S est le spectre d'un corps p.9p ou un 
trait excellent (j4.11l H?T^ . Dans ces cas, les hypothèses (i) et (ii) sont automatiquement 
satisfaites. Lorsque S est un trait excellent, u est nécessairement un changement de traits 
fini, et (Xrf,Zd) est un couple semi-stable G'-strict sur S'. 

Démonstration. D'après 13.71 on peut supposer / propre. Si dimXT| — 0, alors (/, Idc) 
est une altération galoisienne, donc il suffit d'y appliquer l'hypothèse (ii) et de prendre 
g = fd. Si dimX,! > 1, on apphque |Vid04i 4.4.3]. On obtient un groupe fini G', un 
homomorphisme de groupes a : G' —> G, un diagramme G'-équi variant 




oil (m, oc), (wjOc) sont des altérations galoisiennes, et une fibration plurinodale G'-scindée 
de g 

(Xrf ^ • • ■ ^ Xo = S', {Oy }, Zo) 

telle que Z^ contienne X^; — w^^(U). En appliquant (ii), on se ramène au cas où Xq est 
régulier et Zo est un diviseur à croisements normaux G'-strict. Appliquant alors jVid04l 
4.4.4] successivement à /i,--- , fd, on modifie X^ de sorte que X^ devient régulier et Z^ 
devient un diviseur à croisements normaux G'-strict, 1 < i < d. □ 

3.9. Démonstration de \3.1l On sait que /* et ^ préservent la E-compatibilité. Prouvons 
d'abord l'énoncé suivant : 

(A') Pour (/, a) : (X, G) — > (Y, H) un morphisme de Eq/y\ avec / séparé, R(/, a); 
préserve la E-compatibilité. 

Comme R(/, a): = (fd, a)!R(/, fd): et (Id, a): préserve la E-compatibilité (|1.18l fiv)). on 
peut supposer a = fd. D'après le théorème de changement de base, on peut supposer que 
Y = r|i est le spectre d'une extension finie de K. On peut supposer #1 — 2. 

(a) Cas X = A^^. Choisissons u; : W ^ X étale dominant tel que les w*Lx vérifient 
13.0.11 On applique 13.51 à w pour trouver un ouvert afhne dense G-stable j : U ^ X et 
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un morphisme (/, a) : (U',G') — > (U, G) avec a surjectif faisant de U' un (Kera)-torseur 
sur U tels que les {f,a)*j*Lx vérifient 13.0.11 Soit i : Z = X - U ^ X. On a le triangle 
distingué 

RaTj\j*Lx RoxiLa, az\i*Lx . 

Ici les Iia\jij*Lx ~ R(au',oc)!(/, a)*j*Lx (|1.7I fa). l5.3p forment un système E-compatible 
en vertu de (A) et de 12.41 (az!î*LA,)A,ei est E-compatible car az est fini. Donc (RaxiL;^);^^! 
l'est aussi. 

(b) Cas général. On fait une récurrence sur d = dimX. Le cas d < est trivial. Si 
d > 1, on prend un ouvert affine dense G-stable U. Soit î:Z = X — U— >X. On a le 
triangle distingué 

Rau!j*L^ RaxiL;^ Raz!î*L;^ ■ 

D'après l'hypothèse de récurrence, (Raz!î*Lx)xGi est E-compatible. Donc il suffit de voir 
que (RaTj\j*Lix)xei est E-compatible. D'après le lemme de normalisation, il existe un mor- 
phisme U/G — > à fibres de dimension < d — 1. Ceci induit un rji -morphisme G- 
équivariant / : U ^ -'^rii- On a Rau! — Roa^ <.^f\ - H suffit donc d'appliquer l'hypothèse de 
récurrence et (a). 

Pour prouver 11. 161 il suffit de prouver les énoncés suivants pour tout d gN : 

(Cd) Pour (X, G) surr\ avec dimX < d, Dx préserve la ¥i- compatibilité. 
(Dd) Pour (/, oc) : (X, G) (Y, H) un morphisme de Eq/r\ (où f est éventuellement 
non séparé) avec dimX < d, R(/, a)* la préserve aussi. 

On peut supposer #1 = 2. On fait une récurrence sur d. Le cas d = est trivial (|1.18l fiv)). 
Pour d > 1, supposons {Cd-i) et (D^-i) établis. 

Prouvons (Cd). On peut supposer X réduit. Soit (Lx)xei un système E-compatible 
sur X. On prend un ouvert dense régulier G-stable j : U ^ X tel que les L;^|U soient à 
faisceaux de cohomologie lisses. On pose î:Z = X — U— >X. Le triangle distingué 

i^Ri'BxLx DxLa, -> Rj^fBxLx 

se récrit 

i,Bzii*Lx) ^ DxL;v ^ Rj.BufLx -> . 

D'après (Cd-i), {Dz{i*ï^x))xei est E-compatible. D'après [TTTSl fiv). {Duj*Lx)xei est E- 
compatible. Donc la preuve de (C^) se ramène à celle de (D^). 
Prouvons (D^). On prend (Lx)x6i G D|;(X,G,E). 

3.9.1. Supposons qu'il existe (L'^)xei G D^(X, G, E) tel que pour tout A, G I, [L^] — [L^] soit 
à support de dimension < d — 1, i. e., il existe i : Zj, X sous-schéma fermé G-stable de 
dimension < d — 1 et LJ^ G K(Zx, G, Qi^) tels que [L;,] — [L'^] = i^L'^. En appliquant (Dd-i), 
on voit qu'il suffit de vérifier (R/*L^)xei G D^(Y,G,E). 

On peut supposer X réduit. Soit j : U ^ X un ouvert dense normal G-stable. 
On considère L^ — > Rj*j*L^. D'après 13.9.11 il suffit de montrer que {Rj*j*ïjx)xei et 
(-R'(/i)*J*LA,)xei sont E-compatibles. Donc on peut supposer X normal. On peut supposer 
de plus que G agit transitivement sur 7to(X). Si G est une composante connexe de X, alors 
(C,G£i(G)) — * (X, G) est cocartésien (jl.l.2p . Quitte à remplacer X par une composante 
connexe (jl.S.ip . on peut supposer X intègre. 

Choisissons w : W ^ X étale dominant tel que les w*Lx vérifient 13.0.11 On applique 
13.51 à w pour trouver un ouvert dense G-stable U de X, et (5,P) : (Z,G') — * (U, G) avec 
P surjectif faisant de Z un (Ker P)-torseur sur U, tels que les Lx|Z vérifient 13.0.11 D'après 
13.9.11 il suffit de montrer que {Rj^j*Lx)x£i et (R{fj)^j*Lx)x£i sont E-compatibles, oîi 
j : U ^ X. D'après fLTl (a), j*Lx — {g, P)*j*Lx. Donc, quitte à remplacer X par Z, 

on peut supposer 

(a) les Lx vérifient 13.0.11 
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D'après [37fl (/, a) = (p, a)(j, Id), où j est une immersion ouverte et p est propre. D'après 
(A'), R(p, a)* préserve la E-compatibilité. Donc on peut supposer (a) et 

(b) / est une immersion ouverte et a = Id. 

Ces hypothèses seront toujours conservées. 

Le cas d = 1 résulte alors de (B). En effet, on s'intéresse aux traces situées en un point 
y G Y — X. Quitte à remplacer G par Gd{y) et Y par un voisinage affine Gd(2/)-stabIe 
de y, on peut supposer de plus Y affine. En vertu de 12.41 on peut supposer G = {!}. Soit 
(7 : Y' — !■ Y le normalisé de Yj-cd- Formons le carré cartésien 



X'^-^ Y' 

9x g 

X^^Y 



Le morphisme Lx gx*5xLx est un isomorphisme sur le lieu de normalité de Xfod, qui 
est un ouvert dense. D'après 13.9. 11 il suffit donc de voir que les ^f*gx*9x^x = g*^f!,gx^x 
forment un système E-compatible. Quitte à remplacer / par /', on peut supposer de plus 
Y normal. En appliquant (B), on achève la démonstration de (Di). 

Dans la suite, d > 2. Soit Ki une extension galoisienne de K telle que les compo- 
santes irréductibles de Y Xr| r|i soient géométriquement irréductibles [EGAIVi 4.5.10], 
où Tji = SpecKi. Quitte à faire le changement de base rji ^ rj et remplacer G par 
G X Gal(Ki/K), on peut supposer qu'on a un morphisme G-équivariant Y — > r|i et que les 
composantes irréductibles de Y sont géométriquement irréductibles sur rji. Comme dans 
l'alinéa précédent, on peut supposer de plus Y normal. Quitte à remplacer Y par une 
composante connexe, on peut supposer Y intègre, donc géométriquement irréductible sur 
r|i. On peut supposer dimY = d et X non vide. 

On applique 13.81 à Y ^ r| et l'ouvert X de Y. On obtient une altération galoisienne 
{v, P) : (Y', G') — > (Y, G) avec Y' régulier et un diviseur à croisements normaux G'-strict 
D de Y' contenant Y' — (X). Soit U = Y' — D et formons le diagramme à carré cartésien 



(U, G')^^'^-i(X), G')^^\y', G') 



(X,G)C 



(/,Mg) 



(Y, G) 



Le morphisme L;, R(wx, ^)*Vx^x est un isomorphisme sur un ouvert dense de X ([TT7](a)). 
D'après !?. 9. Il et (A'), il suffit donc de voir que les R/*R(wx, P)*fxL;t = ^{v,^)*^fivx^x 
forment un système E-compatible. Par (A'), il suffit alors de voir que (R/^WxLx)xei est 
E-compatible. Comme dim(ti~^(X) — U) < d — 1, il suffit, d'après 13.9.11 de voir que 
{^j*j*'^'x^x)xei et (R-if j)*j*Vxï^x)xei sont E-compatibles. Donc on peut supposer 
(c) Y est régulier irréductible de dimension d. 

et X est le complémentaire d'un diviseur à croisements normaux G-strict de Y. 

Posons Y — X = J2i(£] ^i- Pour i G J, notons X(j) = Y — Dj, et formons le 

diagramme à carré cartésien 



X^^X(,)C 



23 



D'après (a), L^, est à faisceaux de cohomologie lisses sur X, modérément ramifiés sur Y. 
D'après |Zhe08[ (3.7.1)], le morphisme de changement de base 



l*R/,L,^RO-(',)),(l',)*Rjf)L;, 

est un isomorphisme. Cet isomorphisme est Gd(Di)-équivariant. En appliquant (Dd-i) à 
il suffit de prouver la E-compatibilité de (Rji^^hx)x^i. On est ramené à prouver la 
stabilité par R/* sous les hypothèses additionnelles (c) et 

(d) X est le complémentaire d'un diviseur régulier D de Y. 

Refaisant un dévissage comme dans la démonstration de (Di), on peut supposer de plus 

(e) Y affine. 

En vertu de 12.41 on peut supposer G = {!}. Pour y e |D|, on prend un sous-schéma 
régulier C de Y de dimension 1 tel que C fl D = {y}. Alors d'après [ZheOSl 3.7 (ii)], 
(R/*U)|C ~ R/^(U|CnX), où /' : CnX C. Il suffit donc d'appliquer l'hypothèse (B). 
Ceci achève la démonstration de (D^). □ 

La démonstration de (D^), d > 2 peut aussi être achevée par la méthode de la démons- 
tration de SGA4i Th. finitude, 2.4]. Sous les hypothèses (a) à (e), on plonge Y/G dans 
un espace affine A^. On note g : Y ^ AJ|. Pour tout 1 < i < n, on note pi : A^^ A^ la 
î-ième projection et on considère 




D'après le théorème de changement de base générique {[ibid., 1.9 (ii)] pour le cas des 
coefficients de torsion ; le cas Sadique résulte de ce cas par l'argument usuel : passer aux 
gradués pour la filtration /-adique sur un modèle entier), il existe un ouvert dense Ui de 
A^ tel que R/* commute à tout changement de base S' — > U;. Quitte à rétrécir U^, on 
peut supposer que les fibres de (Pi<?)~^(Ui) sont de dimension < d—1. Alors (Dd-i) 

implique que 

(R/*L,|(p,.g)-i(UO)xei 

est E-compatible, pour tout i. Notons que E = Y — U"=i(-Pî5)^^(Uî) est un ensemble fini, 
donc En(Y— X) est rare dans Y— X, car Y— X est purement de dimension d—1 > 1. Comme 
les R/*Lx|Y — X sont à faisceaux de cohomologie lisses |Zhe08[ 3.7 (i)], (R/»Lx|Y — ^)xei 
est E-compatible en vertu de la proposition suivante (oîi m = d — 1). 

Proposition 3.10. Soit m > 0. Faisons l'hypothèse (D„i). Soient (X, G) de type fini 
surf] avec X régulier, de dimension < m, {Lx)x£i G Oxei ^c(-^j G, Q;^) à faisceaux 
de cohomologie lisses. Supposons qu'il existe U C X wn ouvert dense G-stable tel que 
{Lx\\J)xei £ D|!(U, G,E). Alors {Lx)x£i est E-compatible. 

Rappelons que l'hypothèse (D^,) sera satisfaite (une fois (A) et (B) établis). 

Démonstration. On a une filtration de X par des ouverts G-stables 

U = Uo C Ui C • ■ • C U„ - X 

telle que Ui — Ui_i soit régulier et purement de codimcnsion i dans 11^. On montre 
(L^|Ui)xei G D^(Ui,G,E) par récurrence sur i. Le cas î = est une hypothèse de la 
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proposition et le cas i — m permet de conclure. Supposons cela vrai pour un i vérifiant 
< î < m — 1. Soit ji : ^ U^+i. On a la formule de projection 

U|Ui+i (»Rj„Q/, ^ Rj„(U|Ui). 

D'après l'hypothèse de récurrence et (D„i), Rj^* (Lj^jUi) G Dj;(Ui+i, G, E). On a un iso- 
morphisme G-équivariant 

[ Qi,u.+i si 9 = 0, 

R''j^*Ql = < Qi,u.+i-u.(-î - 1) si g = 2i + 1, 
I sinon. 

Donc pour tout x G |U,;+i — Ui|, tout x — > x et tout {g,(^) G Gd{x,x) avec p((|)) = Fg, 
n > un entier (on a utilisé les notations de I1.13P , on a 

Tr((g,^),(Rj„Q05) = l-p"('+^^ 

Donc on a (Lx|U,;+i)xei e D^(U,+i, G, E). □ 



4 Indépendance de / des cycles proches et fin de la 
démonstration de 11.161 

4.1. Soient S un trait hensélien, l un nombre premier inversible sur S. Soit Ds la catégorie 
des couples (X, Si) oià Si est un trait fini sur S et X est un schéma de type fini sur Si. Un 
morphisme (Xi,Si) (X2,S2) dans Ds est un couple (/, g) de flèches s'insérant dans un 
carré commutatif 



Xi -Si 




On note par s le point fermé de S et par r| le point générique de S. Soit -Ds,s sous- 
catégorie pleine de -Ds formée des couples (X, Si) avec X,^ = 0. 

A un objet (X, Si) de Ds s, on associe le topos X x^^ tli [SGA71 XIII 1.2.4], oià si est le 
point fermé de Si, rji est le point générique de Si. Pour (X, Si, G) G Eq{Ds^s), on définit 
comme dans ll.3l les catégories Modc(XXsjr|i, G, Qi), D^(XXs^rii, G, Q/), les six opérations 
et la dualité. Soit sî" — > si un point géométrique algébrique. Un faisceau d'ensembles J- 
sur (X Tji, G) est un faisceau sur Xg^, muni d'une action continue ( |SGA7[ XIII 1.1.2]) 

de 

GsT.m = G XGai(fei/fcf ) Gal(Ki/Kf ), 

compatible à l'action de G— ,tii sur X— (via Gs^^rii — > G— = G XGai(fei/fep) Gal(A:i/fcp)). 
Ici kl = k(si), kl — k(sî"). Kl = K(r|i), Ki est une clôture séparable de Ki. 

Pour (x, Si,G) G Eq{Ds^s) avec x — SpecK(x), et x un point géométrique algébrique 
au-dessus de x, on pose 

Gs,,ii = G XGai(K(2;)/K(x)G) Gal(K(x)/K(x)°) X j^/^G ) Gal(Ki/Kf ). 

En d'autres termes, un élément de Gx.r\i est un triplet {g, (j), \|/) oii 5 G G, (j) G Gal(K(â;) /k(x)'^), 
\|/ G Gal(Ki/Kf ) tel que (j) soit la réduction de V|/ et que <^ et g induisent le même auto- 
morphisme sur k(x). On a une équivalence de catégories 

Modc(x X,, tii,G,Q;) ^ Rep(G2,^,,Q;) 
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Pour (X, Si, G) G Eq{Ds^s), x un point fermé de X, on pose 

Grf(a;,5,rii) = Gd{x)s,r\i- 
Pour L e D^(X Xs, y\i,G,Qi), on pose = i*L, où i;^; : {x,Si,Gd{x)) (X,Si,G). 
On a la variante suivante de ll.121 

Proposition 4.2. Soient (X, Si,G) G Eq{Ds_s), S' un trait fini étale sur S d'extension 
résiduelle galoisienne, T wne composante de Si Xg S'. Notons t le point fermé de T, r|T 
Ze point générique de T, H = Gti(T), Y = X x^^ t. Considérons (Y, T,H) — (X, Si,G). 
Soient y un point fermé de Y au-dessus d'un point fermé x de X., y y au-dessus de 
X ^ X. Alors l'image de l'homomorphisme induit i : Hd(y,y, rix) Gd{x, x,r[i) est 

G' = Gd(x) XGai(K(.)/K(.)-.(^)) Gal(K(x)/K(x)«'^(-)) x^^j^^^^^/^o,,.,^ Gal(K7/Kf ^^^^ ■ K'), 

où K' est le corps des fractions de S'. 

Démonstration. Il est évident que Inii C G'. Soit {g,(^,\\t) G G'. Posons F = Gal(K'/K). 
Formons le diagramme commutatif à carrés cartésiens 

(Y, H) (Y, (G X F)d(T)) (X X, s', G X F) (X, G) 

{t, H) {t, (G X r)d{T)) (si X, s', G X F) (si, G) 



(s',r) -(s,{i}) 

D'après une variante de ll.lll (h), l'homomorphisme (G x r)d{y,y,T[T) — > Gd{x,x,r[i) est 
un isomorphisme. Soit (5,7, (|)',\(/') G (G x r)d{y,y,V[T) l'image inverse de {g,(^,\\t). Alors 
t^'\k' = Idfe/. Comme (y,(|)') G Gd{s',s), on a y = 1, i. e., {g,(^,\\t) = i{g,i^' ,\\t'). □ 

4.3. Soit (S(m))m>i un système comme dans 12.31 On désigne par Eq^'^™{Ds^s) la sous- 
catégorie pleine de Eq{Ds^s) formée des triples (X, Si,G) où G agit sur X de façon 
admissible. Pour (X,Si,G) G Eq'"^'^{Ds,s), on applique [Ml à (X, G) ^ (Si, G) au- 
dessus de S. Pour m > 1, g G G, choisissons une composante T,„_g de sj™'^-* et posons 
Ym.g = X*^™'^' Xg(,„,g) Tm,g- On va définir un foncteur 

C™,g :D^(Xx,,rii,G,QÔ^D^(Y„,,g Xt„_^ riT„„,Q;), 

analogue du Cm. g de l2.3l Le groupe ïjngTL agit diagonalement sur Si XsS(„^m). Choisissons 
S' une composante de Si Xs S(„^,„) au-dessus de T^^^, X' = X Xs^ S'. On note 

(X, Si, G) (X', S', (Z/n3Z)rf(S')) (Y,„,<„ T^,,,, {1}). 

On pose Gm.g — e*rf*, qui ne dépend pas du choix de S'. 

4.4. Supposons dorénavant, sauf en 14. 7[ que le corps résiduel /c de S soit Fp/. Alors 
Gd{x,x,y\{) = Gd{x) XQai(K(x)/fc) Gal(Ki/Kf ''^'^^). Soient E, I, y comme dans 11.131 Pour 
(X,Si,G) G Eq{Ds^s), on dit que {U)xei e Uxei^ci^ x^i ^^GMJ est (E,I,y)- 
compatible (ou E-compatible s'il n'y a pas de confusion à craindre) si pour tout x £ |X|, 
tout â;^a;ettout(5,(l),\|/) GGd(a;,â;,rii) avec p ((|) ) une puissance entière de Fg , le système 
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(Tr((g,(|),\|/), (U)s))xei est (E,I,Y)-compatible. Ici p : Gal(K(x)/K(2:)'^'*(^)) ^ Aut(K(S)) 
est l'inclusion, Fq G Aut(K(x)) désigne le Frobenius géométrique absolu a i-^ a^^P. 

Comme en ll.lSi la définition ne changera pas si on se restreint aux triplets {g,(^,\\t) G 
Gd(a:, â;,rii) avec p((|)) — Fq"\ oii m est un entier > N{x), N{x) est une constante qui ne 
dépend que de x. 

Proposition 4.5. La E- compatibilité ainsi définie est stable par les six opérations et la 
dualité. 

Démonstration. Cela découle du cas fini de 11.161 et 11.171 A titre d'exemple, prouvons la 
stabilité par D. Soient (X,Si,G) G Eq{Ds^s), i1-x)xei e D^(X x^^ rii,G,E). Il suffit de 
montrer que pour x G \X\, x ^ x, {g,(^,\\t) G Gd{x,x,y\i) avec p((|)) = F™^, m > 1, 
(Tr(((7,(|),i|/), {DLx)x))xei est E-compatible. Soient s' = SpecFp/m, S' un trait étale sur S 
de point fermé s' . Appliquons 14. 21 On a {g,(^,\\t) G ïld{y,y,^T)■ L'unique homomorphisme 
continu Gal(K(t)/K(i)^) Gal(K(rpF)/K(riT)^) qui envoie ^ sur \\f définit im foncteur 
F : D^(Y XtriT,H,Q;) ^ D^(Y,H,Q;) de sorte que 

Tr((.g,^, V), (DU)s) = Tr((5,(^), (F(DL,)Os). 

Comme F(DLA,)t — DF(Lx)t, il suffit d'appliquer le cas fini de ll.171 □ 

Pour m > 1, soit S(m) un trait étale sur S de corps résiduel F^/m. L'isomorphisme 
(|2.3.ip induit une action de Z/mZ sur S(j„)- Appliquons 14.31 au système (S(m))m>i- 

Proposition 4.6. Soient (X, Si, G) G Eq^^'^'^iDs^s), iU}xei e Ilxei^ci^'<s^ ili. G, Q^). 
Pour que (L;^)^.^! soit Yj- compatible, il faut et il suffit que pour tout m > 1 et tout g E G, 

xei 

soit 1^- compatible. 

Démonstration. La nécessité est claire. Soit (Lxjxei G Yixei ^cO^ ^«i ^lii Q/i) tel que pour 
tout m > 1 et tout g £ G, {Gm,g^'x)xei soit E-compatible. Comme e*e* = Id (variante de 
0(b)), on a {d*Lx) G D^(X' x^- r]', Z/ngZ, E). Il suffit de montrer que pour tout x G |X|, 
tout x ^ xet tout G Gd{x,x,y\i) avecp((|)) = F^™, m > 1, (Tr((g, (|), \(/), (Lx)x))xgi 

est E-compatible. Notons T la composante de Si Xs S(m) dominée par S', H — Gd{T), 
Y = X Xsi t. Soient y G |Y| au-dessus de x, y ^ y au-dessus de x x. D'après 221 
on a G ï^d{y,y,^T), correspondant à (1,(|),\(/) G {Z/ngZ)d{y,y,y\T)- Formons le 

diagramme commutatif à carrés cartésiens 

(X', (Z/ngZ)<j(S')j'^(x', {Z/ngZ x Z/ngZ)d{S')) (Y x,,,„, S(„^„), Z/n<,Z x Z/n^Z) ^ (Y,Z/ngZ) 



(S',(Z/ngZ)rf(S')J^ (S',(Z/ngZ x Z/ngZ)rf(S')) ^ {t x,,^, S(„^™),Z/ngZ x Z/ugZ) (i,Z/n<,Z) 



{s{ngm),'^/ngZ) ^ (S(™),{1}) 

Soient x' G |X'| au-dessus de y, x' x' au-dessus de y — > y. D'après une variante de ll.lll 
(b), l'homomorphisme (Z/rigZ x Z/ngZ)d{x' , x' ,r\') — > {Z/ngZ)d{y,y,y\T) est un isomor- 
phisme. Soit (ï, G (Z/n^Z x Z/ngZ)d(a;', a:',r|') l'image inverse de (ï,(l),\|/). Alors 

(&,(|)) G (Z/ngZ)d(ri„^™,fj), donc 6 = 1. Bref, d-^ : (Z/ngZ)rf(x',i',ri') ^ Gd{x,x,y\i) 
envoie (Ï,(|),V|/) sur Donc les 

Tr((g, ^, V), (Lx)s) = Tr((î, ^, v), (d^L^-) 
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forment un système E-compatible. □ 
4.7. Soit (X, Si, G) G Eq{Ds). On a le foncteur des cycles proches 

Un morphisme dans Eq{Ds) de la forme (/, Id,a) : (X, Si,G) (Y, Si, H) induit un 
morphisme RÎ'y /SiR-l/ni , oc)* ^ > ct)*RÎ'x/Si ; qui est un isomorphisme lorsque / est 
propre. 

Pour (X,Si,G) e Eq{Ds), L G DJ;(X,ii , G, Q;). on a, avec les notations de lOl et [Q 

(4-7.1) C^.gRÎ-x/SiL ~ R*Y,„„,/T,„,,(C(x,,,G),m,sL)^^^^. 

Le résultat principal de ce § est le suivant. 

Théorème 4.8. Soient Si un trait fini sur S, X un schéma de type fini sur Si, G un 
groupe fini agissant sur X ^ Si par des S-automorphismes. Alors Rî'x/Si pi"éserve la 
Fi- compatibilité. 

Pour S d'égale caractéristique (ou du moins, pour S le hensélisé en un point fermé 
d'une courbe lisse sur Fp/), le résultat était connu de Gabber, mais non publié. 

Pour (5,(1),\|/) G G—^^, avec p((|)) = F^", n G Z. KE\ combiné avec |Zhe08[ 2.4, 5.3] 
implique que 

^(-l)^Tr((g,c^, V),ffc(X„ (RvPx/s.QOs)) S /'^"""{"■«Iz 

est indépendant de ^, oià d = dimX^^. On retrouve ainsi le cas (très particulier) de [Mie07l 
6.1.3] oià r est le graphe transposé de ag. 

La démonstration de l4.8l sera donnée en l4.12l Commençons par les deux cas particuliers 
suivants. 

Lemme 4.9. Supposons de plus X quasi-fini sur Si- Alors R^I'x/Si préserve la E- 
compatibilité. 

Lemme 4.10. Soient G un groupe fini agissant sur un trait Si fini sur S, (X, Z) un couple 
semi-stable G -strict sur Si, u:X — Z'^X^ji, (Lx)j.gi G D^(X — Z, G, E) avec Ijx vérifiant 
IS.O.li Alors on a 

(R*x/SiRw*LO^ei G BliXs, x,,rii,G,E). 
Pour la notion de couple semi-stable G-strict, on renvoie aux définitions qui précèdent 

EU 

Démonstration de \4-9\ On peut supposer X réduit. Soit / : X' — > X le normalisé de X. 
Alors fr^ = Id et R^'x/Si — R/s*R^'x7Si- Donc on peut supposer X normal de sorte que 
X est somme disjointe de spectres d'extensions finies de si, de spectres d'extensions finie 
de rji et de traits finis sur Si. On peut supposer que X = S3 est un trait fini sur Si. 
Soient K2 une sous-extension maximale non ramifiée de K3/K1, 82 le normalisé de Si dans 
K2, 5 : S3 ^ S2_Alors R^-ga/Si - R^'s^/SiR^m*- Comme R^g^/Si : D''c{^2,G,Qi) ^ 
Dc(s2 Xsi G, Qi) s'identifie à l'identité, il résulte de ll.181 (iv) que R^s^/g^ préserve la 
E-compatibilité. □ 
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Démonstration de \4-10\ Soit D une composante de Xg. On note par Z^^-* la réunion des 
autres composantes de Z. Formons le diagramme commutatif à carrés cartésiens 



X- Z^ 



X-Z(D) 



■D° 



X^C 



X- 



D 



X, 



Comme L^, est modérément ramifié sur X, on a un isomorphisme [Zhe08[ (5.6.2)] 

(R«'x/SiRu*U)|D ~ Rj*RÎ'(x-z(D))/SiLx. 
Cet isomorphisme est Gc((D)-équivariant. Appliquant 11.161 dans le cas fini (variante 14.5 



à Rj*, on est ramené à prouver la proposition au cas où Z = Xs est un diviseur régulier. 
Alors X ^ Si est lisse. D'après ITïïl et (|4.7.ip . on peut supposer G — {1}. Soit x G |Xs|. 
Il existe un sous-schéma fermé Y de X qui est un trait fini étale sur S' de point fermé x. 
D'après [ibid., 5.6 (ni)], (R'^x/Si^k)x — R^'y/Si (LÀ)tiY- ^ suffit donc d'appliauer 14.91 à 
Y^Si. □ 



4.11. Fin de la démonstration de \l.lb\ Pour finir la démonstration, il reste à traiter le 
cas des courbes. Plus précisément, il reste à prouver les énoncés (A) et (B) de 13. Il pour K 
un corps local. 

Prouvons d'abord (B). On peut supposer X géométriquement irréductible. On applique 
13.81 à G = {1} et X —> S et on obtient un groupe fini G' et un diagramme commutatif 
G'-équivariant 




avec (Y, Y — U') un couple semi-stable G'-strict sur S', Y — U' = Y s' U H, oii H est 
la réunion d'un nombre fini de sections de g. Quitte à rétrécir Y, on peut supposer 
que X' = Y,^'. Notons que v est fini. Le cône de L^. — > (uu, Oc)*WuLjl est à support 
de dimension (fLTl fa)), où a : G' ^ {1}. D'après OU (iv), {{v\j ,a)^v^'Lx)x,^i est E- 
compatible, donc il suffit de vérifier que les Rj*(tiu, C)c)*î;uLx — (u, a)*Rj^WuL;, forment 
un système E-compatible. Comme (w,a)* préserve la E-compatibilité, il suffit donc de 
vérifier que {Kj^V^xei est E-compatible, où = «xjLx- D'après |Zhe08[ 5.6 (i)], on a 



H n Y,,/ - 

De (H. 



-> Yr|' . Cet iso- 
X,, ri',G',Q;) 



:,R*Y/s'Ri:Ll ^ R^H/s'î^'Rj'iLl, où i,, : Hn Y,- ^ Y,,, i^, 
morphisme est G'-équivariant. Comme RÎ'h/s' ■ Djî(Hr|',G', 
s'identifie à l'identité, il suffit alors d'appliauer 14.101 

Prouvons (A). Plus généralement, prouvons que si G est un groupe fini agissant sur 
ax comme dans (A) par des r|-automorphismes, et (Lx)xei G Dj!(X, G,E) avec tous les Lx 
vérifiant 13.0.11 alors (RaxiL;^);,^! G Dj!(r|i, G, E). On peut supposer X géométriquement 
irréductible sur r|i. Soit Si le normalisé de S dans Ki. L'action de G sur r|i se prolonge 
en une action sur Si. On applique 13.81 à X — > Si et obtient un homomorphisme surjectif 
a : G' —> G et un diagramme commutatif G'-équivariant 
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avec (Y, Y — X') un couple semi-stable G'-strict sur S' et g propre. Le cône de La, 
{v, a)*u*Lx est à support de dimension 0. Donc il suffit de vérifier que (Rax! {v, o)i,v*ljx)i.i^i 
appartient à D^(rii,G,E). Soit L^ — v*hx. On a RaxiCi», oc)*L5^ = (u^^, a),R(7Ti'*RiTi'!Lj^, 

R*S'/s'R5Ti'*Rjti'!LA ~ Rgs,R*Y/s'RjTi'!Lv 

Comme R*s'/S' : Dc(il', G, Q^") ^ T^l^s' x^- ri',G,QÔ s'identifie à l'identité, il suffit de 
vérifier que (RÎ'Y/s'Rjr|'!Lj^)xei appartient à D^(Ys/,G,E). On a le triangle distingué 

R*Y/s'Riii'!Ll RÎ'y/s'RJîi'*L^ -> R*Y/s'î***RiTi'*Ll 

où i : Y-^t — X' — > Yr|'. Pour le deuxième terme, on applique 14.101 Pour le troisième, on 
applique ('B). I2.4I et 14.91 On a achevé la démonstration de ll.161 □ 

4.12. Démonstration de \4-8\ Supposons #1 — 2. Il suffit de montrer pour tout d G N : 

Pour tout (X, Si,G) e Eq{Ds) et toute famille E-compatible (Lx)xei sur Xr^^, de 
support de dimension < d, la famille (R5'x/SiLx)xei est E-compatible. 
On montre {*d) par récurrence sur d. On peut supposer dimXr| < d et X réduit. Si d = 0, 
alors X est quasi-fini sur Si. Ce cas est déjà traité en 14.91 Soit d > 1 tel que {*d-i) soit 
vrai. Prouvons {*d)- Soit w : U ^ Xt| un ouvert dense G-stable affine et normal. Comme 
(Rw^,w*Lx)x£i est E-compatible (le cas local de ll.l6p et le cône Mx de La, Kw^,'w*Lx est 
à support dans Y,^ — U de dimension < d — 1, (R5'x/SiMA)Aei est E-compatible en vertu 
de l'hypothèse de récurrence {*d-i)- Donc il suffit de montrer que (R^x/Si^w^,w*ljx)xei 
est E-compatible. Quitte à remplacer U par un sous-schéma ouvert fermé G-stable de U, 
on peut supposer que G agit transitivement sur 7to(U). Soit C une composante connexe 
de U. Alors (C, Gd{C)) (U, G) est cocartésien (jl.l.2p . D'après fl.S.ll quitte à remplacer 
U par C, X par l'adhérence de C et G par Gd{C), on peut supposer X irréductible. En 
appliquant 13.51 quitte à rétrécir U, on peut supposer qu'il existe (/, a) : (Z, G') — > (U, G) 
faisant de Z un (Ker a)-torseur sur U et tel que les /*La vérifient 13.0.11 On applique 13.71 

au morphisme composé Z — > U ^ X et trouve un diagramme commutatif G'-équivariant 

Z^^Y 
/ s 
U^^ ^X 

oit g est propre et j est une immersion ouverte. Notons L^ — w*La. On slL'^ ~ R(/, '^)*f*^'x 
([r7](a)), donc 

RÎ'x/SiRu;*^ - R*x/SiR'i'*R(/,a),/*Ll - R^-x/s^Rlgm - «)*RJm*/*Ll 

~ R(g,,,a)*RÎ'Y/SiRjm*/*Ll- 

Quitte à changer les notations, il suffît de montrer l'assertion suivante 

(t^) Soient (X, Si,G) G Eq{Ds) tel que dimX,^j < d, w : V ^ X-^^ ouvert G- 
équivariant, (LA)Aei G Dj;(U, G, E) tel que les La vérifient [3. 0.11 On a (R^'x/SiRw*LA)Àei G 
D^(X,,,G,E). 

Soit K' une extension finie galoisienne de contenant Ki telle que les compo- 
santes irréductibles de U (E)Ki K' soient géométriquement irréductibles. Soient u : S' — > 
Si le normalisé de Si dans K', X' = X S', w' = w S', G' = G XQai(Ki/Kf) 
Gal(K7Kf ), a : G' ^ G la projection. Alors R^x/SiRw* ^ (ux,^ , a)*Wx^^R^'x/SiR'î«* - 
(uXsj , Oc)*RÎ'x'/s'R''wl'"u- Donc on peut supposer que les composantes irréductibles de U 
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sont géométriquement irréductibles. Comme au début de la démonstration, quitte à rem- 
placer X par Xied et à rétrécir U, on peut supposer en plus U normal. Quitte à remplacer 
U par une composante connexe C, X par l'adhérence de C, et G par Gd{C) (| 1.1. 21 [TXT)) , 
on peut supposer X intègre et X^^j^ géométriquement irréductible. Le problème étant local, 
on peut supposer en plus X séparé (voire affine). Comme d > 1, on appliaue l3.8l et obtient 
P : G' ^ G et un diagramme commutatif G'-équivariant 

vc — ^ u'^ — - x;c ^ X' 




^ ^ X ^ Si 

à carrés cartésiens tels que (m, P) et {v, P) soient des altérations galoisiennes, et que (X', X' — 
V) soit un couple semi-stable G'-strict sur S'. Le V du diagramme est le X' — de l3.8l Soit 

Gs' = G'/Kerp n Ker(G' ^ Aut(S')). Alors p se factorise en G' ^ Gg' ^ G, Gg- agit 
sur S' et le morphisme ((wiu)rcd, Pi) : (U',G') ((U Xt|i T|')i.od, Gs') est une altération 
galoisienne. D'après [TT7| (a), 

R*x/SiRî«*U ^ (ux,,a)*(ux,,a)*R*x/SiR'W,Lx ~ (ux,, a)*R*xxsiS'/s'Rî«S'*("u, oc)*Lx, 

011 uxg est le changement de base de wx par X^ — * X, et le cône de 

(wu,a)*L^ ^ R(uiu,Pi),(wiu,Pi)*(Mu,a)*Lx 

est à support de dimension < d—1. Grâce au cas local de ll.lGI et l'hypothèse de récurrence 
{*d-i), il suffft donc de voir que les 

(ux,,a)*Rî'xxs,s'/S'Rfi's'*R.(wiu,Pi)*(«iu,Pi)*(uu,a)*LA, 

~ R(t;x.,P)*R«'x'/s'R«^:(«u,P)*U 

forment un système E-compatible. Ici vx^ est le changement de base de v par X^ — ^ X. 
Quitte à remplacer v^hx par Iij^j*v^hx, on est donc ramené à montrer (f^) dans le cas 
où (X, X — U) est un couple semi-stable G-strict. Ceci est déjà fait en 14. 101 □ 

La définition suivante généralise ll.141 

Définition 4.13. Soit (X, G) G Eq/S. Un système {Lx)xei G Oxei Dc(X, G, Q^^) est E- 
compatible si {j*hx)xei et {i*I^x)xei sont E-compatibles, où j : X,^ ^ X, i : X^ — > X. 

Pour (X, Si, G) e Eq{Ds), le fonctcur des cycles évanescents 

R$x/si :D^(X,G,Q;)->D^(X,, x,,tii,G,Q;) 
préserve la E-compatibilité. C'est une conséquence immédiate de 14.81 

Exemple 4.14. Soient T et T' deux traits henséliens d'égale caractéristique, à corps 
résiduel k — F^/, munis d'uniformisantes. Soit (E,I,y) comme plus haut avec E contenant 
les racines p-ièmcs de l'unitc. Soit \(/ : Fp — > E^ un caractère. Pour A, S I, on note \\tx = 

ix o i|/ : Fp ^ Qii^ • Alors les transformations de Fourier locales |Lau87[ 2.3.2.4] 

: Mod,(ilT,Ô;) - Mod,(ilT',Ô;) 
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préservent la E-corapatibilité. Plus prcciscmcnt, pour (Vx)xei G Ilxei ■'^'-"^'=('nT, Q/^), E- 
compatible, les systèmes 

(^!'°°' Vx)xei, (^r'°' voxei, (4r'°°'^vo.ei 

sont E-compatibles. Cela résulte de [ibid., 2.4.2.1], de la stabilité de la E-compatibilité par 
R$, et de El 

La proposition suivante généralise 11.161 et 11.171 

Proposition 4.15. La Fi- compatibilité sur S est stable par les six opérations et la dualité. 

Démonstration. La stabilité par ® et (/, a)* est triviale. Il suffit de prouver la stabilité 
par R(/, a)* et D. 

On montre d'abord que pour (X, G) G Eq/S, {Ijx)xei G Dj!(Xr|, G, E), on a {Rj*'Lx)xei G 
Dj!(X, G, E), oiî j : X,, > X. La suite spectrale de Hochschild-Serre donne 

Ef - Hî'(I„R''vl/x/sL,) ^ i*RP+'^j.Lx, 

où I,^ = Ker(Gal('iï/ri) — > Gal(s/s)), z : X^ ^ X. Comme (RÎ'x/sLÀ)Àei est E-compatible 
(HilD, il suffit de montrer que pour (Y, G) G Eq/s, {Mx)xei e Dj;(Y ri,G,E), on a 
(Rr(lT,, Mx))?vei G D^(Y, G,E). Pour cela, on peut supposer que Y est fini sur s, #1 = 2, 
[Mx] = [Tx] - [Çx], [^x], [Gx] e Modc(Y x,Ti, G, Q^) et agit sur Tx et Gx par un quotient 
fini Q. Alors 

([Rr(I„M,)]),,i = {[:F^] [^,^(-1)] - [G^] + e K(Y,G,E). 

Prouvons la stabilité par R(/, a)*, oii (/, a) : (X, G) (Y, H) est un morphisme dans 
Eq/S. Soit (Lx)xei G D^(X, G, E). On a les triangles distingués 

i^Ri'Lx ^ La, ^ Rj*j*ï^x ^, 
R(/i, a),m'L, ^ R(/, a),Lx ^ R(/j, a),j*Lx ^ . 

Comme (Rj*j*Lx)xei est E-compatible, (Ri'Lx)xei l'est aussi. Il suffit donc d'appliquer 
11.161 pour R(/s,a)* et R{fr^,a)^. 

Prouvons la stabilité par D. Soit {Lxjxei £ D^(X, G,E). On a le triangle distingué 

**D(x,,G)(«*U) D(x.g)La, Rj*D(x^,G)i*LÀ ■ 
Il suffit donc d'appUguer 1 1 . 1 71 pour D(x^,g) et D(x^,g). □ 

Remarque 4.16. Si on remplace les faisceaux usuels par les faisceaux de Weil |Del80[ 
1.1.10], on peut définir la E-compatibilité de la même manière. Tous les résultats concer- 
nant la E-compatibilité (notamment 14.151 14. 8L I3.10L 13. 4p restent valables. 

5 Appendice : Indépendance de l sur les champs algé- 
briques 

Soient K un corps fini de caractéristique p ou un corps local de caractéristique rési- 
duelle p (|1.13p . r| = Spec K. On note Ch/y} la catégorie des rj-champs algébriques |LMBOO[ 
4.1] de type fini. Soit l un nombre premier ^ p. Pour X G Ch/r\, on note Modc(A', Q;) 
la catégorie des Q/-faisceaux constructibles sur le site lisse-étale de X [ibid., 12.1 (i)]. On 
dispose, par |LO08j . d'une catégorie triangulée D^(A',Q/) munie d'une i-structure usuelle 
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de cœur Modc(A', Qi) et d'un formalisme de six opérations. Pour / : A:" ^ 3^ un morphisme 
de r|-champs algébriques de type fini, on a 

- ® - : BliX,Qi) X Bl{X,Wi) ^ D^(A',QÔ, 

r,Rf ■.Dl{y,Q'i)~^J^l{X,Qi)- 

Rappelons que / est dit relativement de Deligne-Mumford (LMBOOi 7.3.3], si pour tout 
schéma affine Y et tout morphisme Y — > J^, le produit fibré Y X;y A" est un rj-champ de 
Deligne-Mumford. Dans ce cas, on a 

Si X est un rj-champ de Deligne-Mumford de type fini, Modc(A', Qi) s'identifie à la caté- 
gorie des Q/-faisceaux constructibles sur le site étale de X [ihid., 12.1 (ii)]. 
Le foncteur 

F : Eq/\\ Ch/xx 

(X, G) ^ [X/G] = [X/G/ri] [ibid., 2.4.2, 3.4.1] 

n'est ni fidèle ni plein. Notons S l'ensemble des flèches (/, a) : (X, G) (Y, H) dans Eq/T\ 
telles que G soit isomorphe à H x H', a s'identifie à la projection H x H' ^ H, et / fasse 
de X un H'-torseur sur Y. Notons Q : Eq/r\ {Eq/r[){S^^) le foncteur de localisation. 

Proposition 5.1. La catégorie localisée {Eq/r[){S^^) admet un calcul de fractions à droite 
au sens faible (i. e., pour toute flèche t dans {Eq/r[){S^^), il existe des flèches s,t' dans 
Eq/r\ avec s G S telles que t = Q(i')Q(s)^^/ Le foncteur F se factorise en 

[Eq/^) a [Eq/^)[S-') ^ Chly\, 

où F est un foncteur plein (i. e., F envoie Hom(£g/^')(g-i)(A, B) sur Homc7ft/r|(FA, FB), 
pour tous A,B e {Eq/y\){^-^)). 

Démonstration. On vérifie que 

(i) Pour tout (X,G) G Eq/T\, Id(x,G) e S. 

(ii) Pour tout si, S2 G S, composables, si o S2 G S. 

(iii) Tout diagramme dans Eq/r[ de la forme 



s 



t 

où s G s, peut être complété en un diagramme commutatif dans Eq/r\ 



où s' G S. 
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Donc {Eq/'r\){S ^) admet un calcul de fractions à droite au sens faible. 

Pour tout s G S, F(s) est un isomorphisme. Donc F se factorise à travers Q. Montrons 
que F est plein. Soient (X,G),(Y,H) e Eq/^, a : [X/G] [Y/H] dans C/i/rj. Formons 
le diagramme 2-commutatif de r|-cliamps à carrés 2-cartésiens 

X' ^X 



[X/G] 



Y- 



[Y/H] 



Notons s -.JX', G X H) ^ (X, G), i : (X', G x H) ^ (Y, H). Alors s e S et Fi = a o Fs, 
i. e., a = F(ts-i). □ 

Proposition 5.2. Pour (X, G) G Eq/ry, il existe une équivalence de catégories canonique 
Ox,G <iui rend 2-commutatif le diagramme suivant 



D^([X/G],QO' 



Px.G 



D^(X,G,Q,) 

(ÛX,G 



où px.G ■ X — > [X/G] est la projection, (ûx,g ^st le Joncteur oubli de l'action de G. Cette 
équivalence commute aux six opérations et à la dualité. Plus précisément, on a 

(5.2.1) Ox,GR.Wom[x/G](-,-) ^ R'Wom(x,G)(Ox,G-,Ox,G-), 

(5.2.2) Ox,g(- «) -) ^ (0X,G-) ® (0X,G-), Ox,gD[x/G] - D(x,G)Ox,G, 

et, pour (/, oc) : (X, G) (Y, H) un morphisme dans Eq/ry, on a 



(5.2.3) 
(5.2.4) 

et, lorsque f est séparé, on a 



Ox,G[//a]* - (/,a)*OY,H, 
OY,ïiR[f/a]* ~ R(/,a),Ox,G, 



(5.2.5) 
(5.2.6) 



Ox,gR.[//oc]' ~ R(/,a)'oY,H, 
Oy,hR[//«]! - R(/,a)!Ox,G- 



Démonstration. Au niveau des topos étales, on a un diagramme 2-commutatif de foncteurs 
images inverses |LMBOO[ 12.3.3, 12.4.6] 



[X/GY 



iX,Gr 



X" 



d'oii l'existence de Ox.g- Les isomorphismes (j5.2.ip à (j5.2.4p sont clairs. Les isomorphismes 
(I5.2.5P et (|5.2.6p en déduisent par la dualité. □ 
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Remarque. Le diagramme 



D^([Y/H], 



[//a] 



D^([X/G],QO 



(Oy,h 




r 



dont le carré (*) correspond à (|5.2.3p . est 2-commutatif. Des diagrammes analogues existent 
pom- ((5XT1) . Iftrô^ et ((5X5)) . 

5.3. En vertu de 15.21 on peut interpréter certains cas de ll.6l et ll.7l en termes des champs. 
Si (/, oc) : (X, G) (Y, Q) est un morphisme de Eq/r\ vérifiant les hypothèses de 11.71 
(b) (a est surjectif et / fait de X un (Ker a)-torseur sur Y), alors [//a] : [X/G] — > 
[Y/Q] est un isomorphisme, d'où les conclusions de ll.7l (a) et (b) (les flèches d'adjonction 
Id — > (/, a)*(/, a)* et (/, a)*(/, a)* Id sont des isomorphismes). La proposition 11.61 
(cas S = rj) s'interprète comme un théorème de changement de base pour les champs 
algébriques [cf. |LO08[ § 12]) en vertu de la proposition suivante. 

Proposition 5.4. Soient (/,a) : (X, G) -> (Y, H), (g, P) : (Y', H') ^ (Y, H) deux mor- 
phismes de même but dans Eq/ry. Pour r G H, formons le carré cartésien 



(5.4.1) 



(X',G'). 



(Y', H' 



(Y, H) 



(X,G) 

(/,«) 
(Y, H) 



où T,. = {ar,h i-^ r ^hr) est comme dans Le r\-champs [X'/G']r = F((X',G')r) ne 
dépend, à isomorphisme près, que de la double classe (Im p)r(Im a) C H et le carré 



(5.4.2) 



UJX'/G'] 

[/'/«']. 

[Y'/H'] . 



[h/7]r 



[X/G] 

[//«] 

[Y/H] 

est 2-cartésien, où r parcourt un système de représentants de ImP\H/Ima. 



Démonstration. Comme F(Tr) ~ Id 



[Y/H]: 



(|5.4.2p est 2-commutatif. Il suffit de montrer 



que pour tout r|-schéma affine connexe non vide U, le foncteur 

(([/7«'],-)u,([Vy].)u 



II([X7G'] 



r)U 



[Y7H']uX[Y/H]„ [X/G]u 



est une équivalence de catégories et que l'image essentielle de ([X'/G']r)u ne dépend 
que de la double classe de r. Construisons un quasi-inverse v du foncteur. Un objet de 
[Y7H']u X [Y/H]u [X/G]u est un triplet (Z, W, A:) où Z G [Y7H']u, W G [X/G]u, k est un iso- 
morphisme [g/P]u(Z) ^ [/, a]u(W) dans [Y/H]u. Rappelons que Z est un H'-torseur sur U 
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muni d'un ri-morphisme H'-équivariant Z — > Y' et le morphisme (Z,H') — > ([f;/P]u(Z), H) 
est cocartésien (ll.ip . Notons P*Z = [5/P]u(Z). De même pour W et [/, a]u(W) : a,W = 
[/, a]u(W). L'isomorphisme k est un Y-morphisme H-équi variant. Pour r G H, formons le 
carré cartésien au-dessus de (j5.4.ip 

Vr ^ W 



Z ^ P,Z ^ a,W 

Notons C = {r e G | 7^ 0}. Alors C G Imp\H/Ima. Pour r e C, est un G'-torseur 
sur U. On pose v{Z, W, k) = V^. □ 



Soient E, I, y comme dans 11.151 

Définition 5.5. Soient X G Ch/^, {hx)xei e Ilxei'^ci^ Mx) ■ On dit que (Lx)xei est 
(E, I, Y)-compatible (ou E-compatible s'il n'y a pas de confusion à craindre) si pour tout 
morphisme i : x X dans Ch/ry 011 x est le spectre d'une extension finie de K, {i*'Lx)xei 
appartient à Dj!(a;,E) (fTïi)) . 

Les systèmes E-compatibles sur X forment une sous-catégorie triangulée de Ilxei ^^d"^^ Qii); 
notée D^(A', G,E). Lorsque A" = X est un schéma, la définition ci-dessus coïncide avec 
[TU: D^(\y,E) ~ D;!(X,E) ^ D;!(X, {1},E). Plus généralement, on a 

Proposition 5.6. Pour (X, G) G Eq/y\ et (L^^ei G Il^ei ^^([X/G], Q^;^), appar- 
tient à D^([X/G],E) si et seulement si {Ox,G^'x)xei appartient à D^(X, G,E). 

Démonstration. La suffisance est claire. En effet, soient (Lx)iei G n^ei ^cd^/G], Q/^) 
tel que (Ox,GLx)xei ^ D^(X, G,E), i : x ^ [X/G] dans Ch/y\ où x est le spectre d'une 
extension finie de K. D'après l5.ll il existe des morphismes s : (Y, H) — * (a;,{l}), t : 
(Y, H) (X,G) dans Eq/^ vérifiant s G S, tels que i = F{t)F{s)~^. D'aprèsE^l 

i*Lx ~ Fis),Fit)*Lx ^ s,t*Ox,GU. 

Donc {i*Lx)x£i est E-compatible, en vertu de ll.181 fiv). 

Prouvons la nécessité. Soient (Lx)xei <= Dc([X/G],E), x G |X|. Alors, d'après lOl 
i*Ox,GÏ^x ^ Ox,Gaix)'F{ix)*T^x, où ix : {x,Gd(x)) (X, G). Quitte à remplacer (X, G) par 
(x, Gd(x)), Lx par F{ix)*ljx, on peut supposer que X est le spectre d'une extension finie 
de K. On applique alors la construction 12.31 : pour g G G, m > 1, on a construit 



(X(™,.),{1}) (X,„^„,Z/n,Z) (X,G), 

donnant lieu à 

X(™,.) ^ [X,„^,„/(Z/n,Z)] ^ [X/G]. 

D'après [521 

Cm,30x,GLA, = e,„,g*d^ gOx,GLx — (P&m,g)*{^dm,g)*'^X — ( (Fcîm,g ) (FCm^g ) ~ ) * L^. 

Donc on a [G,n,gOx,G^x)xe\ G DJ;(X(™'9), E). Par conséquent, on a (Ox,GLx)xei G 
D;;(X,G,E) en vertu de [231 □ 

Proposition 5.7. Pour X G Ch/y\, {ljx)xei £ Ilxei ^cC-^j Qii) ^si F-compatible si et 
seulement si pour tout morphisme lisse : X X , où X. un schéma affine, on a 
(rUKei eD^(X,E). 
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Démonstration. La nécessité est claire. La suffisance découle de |LMBOO[ 6.3]. 



□ 



Proposition 5.8. La Fi- compatibilité est stable par la dualité, TCHom, f*, R/', et, 
lorsque f est relativement de Deligne-Mumford, par R/* et R/i . 

Démonstration. La stabilité par ® et par /* résulte de la définition. Pour la dualité, on 
applique 15.71 Soient (L;,);,gi S D^(A',E), X un schéma affine, (|) : X ^ ^ un morphisme 
lisse. On peut supposer que (|) est purement de dimension n. Alors 

rD;tLx ^ DxRc^'L;, ~ (Dx(l)*L0(-n)[-2n], 

donc x^x)xç:i est E-compatible. 

Il reste à vérifier la stabilité par R/i pour f : X ^ y relativement de Deligne-Mumford. 
D'après le théorème de changement de base |LO08[ 12.5.3], on peut supposer que y = y 
est le spectre d'une extension finie de K. Alors X est un champs de Deligne-Mumford. 
D'après [LMBOOi 6.1.1], il existe un ouvert non vide U ~ [X/G], oii X est un schéma affine 
de type fini sur y, G un groupe fini agissant à droite sur X. Soient j : U ^ X, i l'immersion 
fermée complémentaire. Alors on a le triangle distingué 

D'après ri.l61l5.1ll5.2l et l5.61 R(/j)! préserve la E-compatibilité. On conclut par récurrence 
noethérienne. □ 

Exemple 5.9. Soit 7t : V ^ r| un fibré vectoriel de rang constant r. Alors Gm — G„i_t| 
agit par homothétie sur V et on peut former le r|-champ quotient K : V = [V/Gm] ^■ 
Soit : ^ r| le fibré vectoriel dual de 7t. Comme précédemment, on forme le rj-champ 
quotient 7t^ ; = [V^/Gm] i]- Alors la transformation de Fourier homogène |Lau03[ 
1.5] Fourv/,1 : D^(V,Ql) D^(V^,QÔ préserve la E-compatibilité. 

En effet, comme dans la démonstration de [ibid., 1.9], il suffit de montrer que pour 
i^x)xei G DJ;(V,E), les systèmes 

FouTv/r^{iJ*hx) ~ {n^)*a*i*Lx[r], 
C(î'')*Fourv/,l(j!j*LO ^ ^ro*RJt!J!rUH, 
j,^(j^)*Fourv/^(j!j*Lx) ~ j,^Rpr/(pr*j*Lx ® RJ*Q;:)[r - 1] 

sont E-compatibles. Ici i : B{Gm) ^ V, : B{Gm) ^ V'', j : P(V) V, : P(V^) ^ V, 
n = [n/Gra] : V ^ B{Gm), Ti"" = [n'^/Gra] : ^ B(G,„), a : B(G„0 ^ B(G„) 
envoie C sur pr^ et pr sont les deux projections canoniques de P(V^) x P(V), J est 

une immersion ouverte [ibid., 1.5]. Ces morphismes étant tous relativement de Deligne- 
Mumford, voire représentables [LMBOOi 3.9], il suffit d'appliquer 15.81 

Pour les champs algébrique de type fini sur un corps fini, on dispose, par |LO09[ § 9], 
d'un formahsme de poids. On a des analogues de 12.61 et de 12.71 
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